
Repetitorium zur Stochastik (Stand: 19.9.2023)

Kapitel 1: Beschreibende Statistik

(i) Zusammenfassung
Man unterscheidet zwischen nominal, ordinal und metrisch skalierten Merkmalen. Nominal- und ordinal
skalierte Merkmale entsprechen zusammengefasst den kategorialen Merkmalen.
Beschreibung der Verteilung einer Stichprobe:

• univariat
– mit Kenngrößen:

∗ für kategoriale Merkmale: absolute und relative Häufigkeitsverteilung, Modalwert
∗ für ordinal skalierte Merkmale: Median, Quartile, Quantile, Ränge
∗ für metrisch skalierte Merkmale: arithmetisches Mittel, Stichprobenvarianz- und Standardab-

weichung, mittlere absolute Abweichung vom Mittelwert, mittlere absolute Abweichung vom
Median, Median-Deviation, Spannweite

– mit Grafiken:
∗ für kategoriale Merkmale: Stab- oder Säulendiagramm, Kuchendiagramme (zur Kennzeichnung

von Mehrheiten),
∗ für metrische Merkmale: Boxplot (markiert die Quartile und Ausreißer), Histogramm (Häufig-

keitsdichte über Klassen. Fläche entspricht Häufigkeit)
• bivariat

– mit Kenngrößen:
∗ für zwei kategoriale Merkmale: Kontingenztabellen, bedingte relative Häufigkeitstabelle,
∗ für zwei ordinal skalierte Merkmale: Spearmans Korrelationskoeffinzient
∗ für zwei metrisch skalierte Merkmale: Stichprobenkorrelationskoeffizient

• mit Grafiken
– für zwei kategoriale Merkmale: Mosaikplot
– für zwei metrisch skalierte Merkmale: Streudiagramm
– für ein kategoriales und ein metrisches Merkmal: gruppierte Boxplots, gruppierte Histogramme

Bemerkung: Die Korrelation misst den Zusammenhang, NICHT die Kausalität!

(ii) Aufgaben





Kapitel 2: Diskrete Wahrscheinlichkeitsräume

(i) Zusammenfassung
Man nennt die Menge Ω aller möglichen, relevanten Ausgänge eines zufälligen Vorgangs (Zufallsexperiments)
den Ergebnisraum (oder: Ergebnismenge, Stichprobenraum).
Sei Ω 6= ∅. F ⊆ P(Ω) heißt ein Ereignissystem oder eine σ-Algebra über Ω, falls

(a) Ω ∈ F .
(b) A ∈ F ⇒ AC := Ω\A ∈ F (d.h. mit A ist auch das Komplement AC ∈ F

)
.

(c) A1, A2, . . . ∈ F ⇒
⋃
i≥1

Ai ∈ F (Vereinigungsstabilität: Vereinigungen von beliebigen Elementen aus F ,

auch abzählbar unendlich viele, sind wieder in F).

Daraus folgt:

(a) ∅ ∈ F .
(b) A ∪B ∈ F und A ∩B ∈ F .
(c) A\B = A ∩BC ∈ F .
(d) A1, A2, . . . ∈ F ⇒

⋂
i≥1

Ai ∈ F (Durchschnittsstabilität abzählbar vieler Mengen).

Bemerkungen:

(a) Die Teilmengen in F heißen Ereignisse oder messbare Mengen.
(b) F ist abgeschlossen gegenüber allen abzählbaren Mengenoperationen.
(c) F = P(Ω) ist Ereignissystem
(d) F = {∅,Ω} ist Ereignissystem
(e) Für Ω = R ist H := {(a, b] : a, b ∈ R}︸ ︷︷ ︸

Systemder beschr. halboffenen Intervalle

kein Ereignissystem.

Sei (Ω, A) ein Ereignisraum, so heißt eine Abbildung P: F → R mit

(a) P(A) ≥ 0 ∀A ∈ F . (Nichtnegativität)
(b) P(Ω) = 1. (Normiertheit)
(c) Für paarweise disjunkte A1, A2, . . . ∈ F gilt

P

(⋃
i∈N

Ai

)
=
∑
i∈N

P (Ai) , σ-Additivität

wobei A1, A2, . . . paarweise disjunkt heißt, dass A1 ∩Aj = ∅ für alle i 6= j,

ein Wahrscheinlichkeitsmaß oder eine (Wahrscheinlichkeits)-Verteilung.

Rechenregeln für W-Maße:
Sei (Ω,F ,P) ein W-Raum und A,B,A1, A2, . . . ∈ F beliebige Ereignisse. Dann gilt

(a) P(∅) = 0.
(b) Monotonie: A ⊆ B ⇒ P(A) ≤ P(B).
(c) P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B).
(d) P(A) + P

(
AC
)
= 1.

(e) σ-Subadditivitāt: P
(⋃

i≥1
Ai

)
≤
∑
i≥1

P (Ai).

(f) P(A\B) = P(A)− P(A ∩B).



Zähldichte: Für diskreter Wahrscheinlichkeitsräume, d.h. abzählbare Ergebnismengen Ω, definiert die Zähl-
dichte f : Ω → [0; 1] mit

∑
ω∈Ω f(ω) = 1 über

P(A) =
∑
ω∈A

f(ω) für A ∈ P(Ω)

die gesamte Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Für endliche Ergebnismengen Ω liefert die Zähldichte f(ω) = 1

|Ω| die diskrete Gleichverteilung.

Für die Ergebnismenge Ω = {0, 1, . . . , n} liefert die Zähldichte

f(ω) = P ({ω}) =
(
M
ω

)
·
(

N
n−ω

)(
M+N

n

) für ω ∈ Ω

die hypergeometrische Verteilung mit den Parametern M,N und n, kurz HypM,N,n. Sie gibt die Wahr-
scheinlichkeit dafür an, beim Ziehen von n vielen Kugeln aus einer Urne mit M weißen und N schwarzen
Kugeln ohne Zurücklegen genau ω viele weiße Kugeln zu ziehen.

(ii) Aufgaben



Kapitel 3: Ereignissysteme

(i) Zusammenfassung
Klassisches Maßproblem: Es existiert keine Funktion P: P([0,1]n) → R, die nichtnegativ, normiert,
sigmaadditiv und kongruenztreu ist.
σ(H) :=

⋂
{F ⊆ P(Ω) : F Ereignissystem und F ⊇ H} heißt das von H erzeugte Ereignissystem oder

das (bzgl. Inklusion) kleinste Ereignissystem (über Ω), das H enthält.
Speziell heißt B:=σ(H) das Ereignissystem der Borelmengen oder das Borelsystem über Ω=R.

H ⊆ P(Ω) heißt Halbringsystem, falls

(a) ∅ ∈ H

(b) ∀A,B ∈ H : ∃n: ∃C1, ..., Cn ∈ H paarweise disjunkt: A\B =
n∑

j=1
Cj

(c) ∀A,B ∈ H : A ∩B ∈ H „∩-stabil“

Hk := {(a1, b1]× · · · × (ak, bk] : aj ≤ bj ∀j = 1, ..., k} bildet für alle k ∈ N ein Halbringsystem.

Bk:=σ(Hk) wird u.a. auch erzeugt vom System der beschr. offenen Quader, vom System der kompakten
Quader, vom System der nach unten unbeschränkten halboffenen Quader, vom System der offenen Mengen,
vom System der abgeschlossenen Mengen und vom System der kompakten Mengen.

F1 ⊗F2:=σ({A1 ×A2: Ai ∈ Fi; für i=1,2}) heißt „Produktereignissystem“ über Ω1 × Ω2

Es gilt: Bk ⊗ Bl=Bk+l

(ii) Aufgaben



Kapitel 4: Vom Inhalt zum Maß

(i) Zusammenfassung

(a) µ: H → R heißt Inhalt, falls:
(0) H Halbringsystem
(i) ∀ H ∈ H: µ(H)≥0 „nichtnegativ“
(ii) µ(∅)=0 „nulltreu“

(iii) ∀n ∀ H1,...,Hn ∈ H, paarweise disjunkt:
n∑

j=1
Hj ∈ H ⇒ µ(

n∑
j=1

Hj)=
n∑

j=1
µ(Hj) „additiv“ auf H.

(b) µ : H → R heißt Prämaß, falls (0)-(ii) gilt und
(iv) ∀ H1,H2,... ∈ H, paarweise disjunkt:

∑
j∈N

Hj ∈ H ⇒ µ(
∑
j∈N

Hj)=
∑
j∈N

µ(Hj)

„σ-additiv“ auf H
(c) µ: F → R heißt Maß, falls F Ereignissystem und µ Prämaß.

Ein Mengensystem R ⊆ P(Ω) heißt Ring, falls:

• ∅ ∈ R,
• A\B ∈ R ∀A,B ∈ R,
• A ∪B ∈ R ∀A,B ∈ R.

Stetigkeitssatz für Inhalte auf Ringen
Vor.: µ : R → R Inhalt und R Ringsystem
Beh.:

(a) µ ist Prämaß
m

(b) ∀ A1,A2,... ∈ R isoton (d.h. Ai ⊆ Ai+1): ∪
n∈N

An ∈ R ⇒ lim
n→∞

µ(An) =µ
( ⋃
n∈N

An

)
⇓

(c) ∀A1, A2, ... ∈ R antiton (d.h. Ai ⊇ Ai+1):
⋂
n∈N

An ∈ R und µ(A1) < ∞ ⇒ lim
n→∞

µ(An) = µ
( ⋂
n∈N

An

)
m

(d) ∀A1, A2, ... ∈ R antiton:
⋂
n∈N

An = ∅ und µ(A1) < ∞ ⇒ lim
n→∞

µ(An) = 0

Fortsetzungssatz von Carathéodory:
Jedes Prämaß auf einem Halbring lässt sich zu einem Maß auf das von dem Halbring erzeugte Ereignissystem
fortsetzen.

(a) Ein Inhalt µ: H → R heißt sigmaendlich, falls ∃A1, A2, ... ∈ H : ∪
j∈N

Aj=Ω und ∀j ∈ N : µ(Aj) < ∞

(b) Ein Maß µ : F → R heißt endlich, falls µ(Ω) < ∞ [⇔ ∀A ∈ F : µ(A) ≤ µ(Ω) < ∞]

(c) Ein Maß µ : F → R heißt normiert, W-Maß, W-Vtlg., falls µ(Ω) = 1.

Eindeutigkeitssatz:
Jedes sigmaendliche Prämaß auf einem Halbring besitzt genau eine Fortsetzung zu einem Maß auf dem von
dem Halbring erzeugten Ereignissystem.



(ii) Aufgaben

(a) Wann ist ein Inhalt µ : B → R „sigmaendlich“ auf R?
(b) Geben Sie (ohne Begründung) jeweils ein Beispiel für einen Inhalt µ : B → R an, der . . .

i. . . . nicht sigmaendlich ist,
ii. . . . sigmaendlich, aber nicht endlich ist,
iii. . . . endlich ist.



Kapitel 5: Maße und Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf B

(i) Zusammenfassung
Korrespondenzsatz für Maße auf B, die auf H endlich bleiben
Zwischen den Maßen ν : B → R, die auf H endlich sind und den isotonen rechtsstetigen Funktionen G : R → R
mit G(0)=0 besteht eine bijektive Beziehung.

Die (eindeutige) Fortsetzung der Intervalllänge µ((a, b]) = b− a von H auf B heißt Lebesgue-Maß λ.
Das Lebesgue-Maß ist bewegungsinvariant (kongruenztreu), damit ist der Ausweg aus dem klassischen Maß-
problem gefunden!
Zwischen den Wahrscheinlichkeitsverteilungen

P : B → R

und den isotonen rechtst. Funktionen

F : R → R mit lim
a→−∞

F(a) = 0 und lim
b→∞

F(b) = 1

ist

P 7→ FP (b) := P((−∞, b]) ∀b ∈ R

F 7→ PF ((a, b]) := F(b)− F(a) ∀a ≤ b

eine Bijektion.

Kontinuierliche Verteilungen auf B: Nµ,σ2-, χ2
f - und Ua;b-Verteilung (Charakterisierung über Dichten in

Kapitel 9)

ζM ist das Zählmaß auf der Grundmenge M und ist durch ζM (B) := #M ∩B definiert (Anzahl der Elemente
in der Schnittmenge von B und M).

(ii) Aufgaben



Kapitel 6: Wahrscheinlichkeitsräume

(i) Zusammenfassung
Def.: (Ω,F , P) heißt Wahrscheinlichkeitsraum oder kurz „W-Raum“, falls

(a) Ω beliebige nichtleere Menge
(b) F Ereignissystem über Ω

(c) P W.-Verteilung auf F

Rechenregel in Wahrscheinlichkeitsräumen

(a) P(∅)=0 und P(Ω)=1
(b) ∀A ∈ F : P(AC) = 1− P(A)

(c) ∀A,B ∈ F : P(A)+P(B) =P(A ∪B)+P(A ∩B)

(d) Ein- und Ausschlusssatz von Sylvester-Poincare (Siebformel): ∀n ∈ N ∀A1, ..., An ∈ F :

P

(
n
∪
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

(−1)i−1
∑

T∈{n
i }

P

(
∩

j∈T
Aj

)

wobei
{
n
i

}
:= {T ⊆ {1, ..., n} : #T = i } „alle i-elementigen Teilmengen aus {1, ..., n}“ sind.

(Beachte #
{
n
i

}
=
(
n
i

)
)

(e) ∀A,B ∈ F : A ⊆ B ⇒ 0 ≤P(A) ≤P(B) ≤ 1

(f) P ist stetig von unten, stetig von oben und stetig in ∅, d.h.
∀(An)n∈N mit An antiton oder isoton gilt: lim

n→∞
P(An) =P

(
lim
n→∞

An

)
∀(An)n∈N mit An antiton und ∩

n∈N
An = ∅ gilt: lim

n→∞
P(An) =P(∅) = 0

Bedingte Verteilung:

P(.|B) : F → [0, 1] A 7→ P (A ∩B)

P (B)

Satz von der totalen Zerlegung

∀A ∈ F : P(A) =
∑
i∈N

P(A ∩Bi) =
∑
i∈N

P(Bi)P(A|Bi)

Satz von Bayes

P(A) > 0 ⇒ ∀ j : P(Bj |A) =
P(A ∩Bj)

P(A)
=

P(Bj)P(A|Bj)∑
i∈N

P(Bi)P(A|Bi)

Stochastische Unabhängigkeit

(a) Zwei Ereignisse A,B ∈ F heißen stochastisch unabhängig im W-Raum (Ω,F , P) falls P(A ∩ B) =
P(A)P(B).

(b) Endlich viele Ereignisse A1, ..., An ∈ F heißen stochastisch unabhängig, falls

∀ T ⊆ {1, ..., n} : P(
⋂
j∈T

Aj) =
∏
j∈T

P(Aj)

(c) Endlich viele Teil-Ereignissysteme A1, ...,An ⊆ F heißen stoch. unabh., falls

∀B1 ∈ A1, ..., Bn ∈ An : B1, ..., Bn stoch. unabh.



Induzierte stoch. Unabhängigkeit: A1, ..., An st. un. ⇔ σ(A1), ..., σ(An) st. un.

(ii) Aufgaben



Kapitel 7: Zufallsvariable und ihre Verteilung

(i) Zusammenfassung

(a) X : Ω → E heißt Zufallsvariable, falls ∀B ∈ B : X−1(B) := {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B} ∈ F
(Urbilder messbarer Mengen sind messbar.)

(b) PX : B → [0, 1] B 7→ P(X−1(B)) heißt Vtlg. der ZV X.

Eine diskrete Zufallsvariable X mit Bildmenge B = {0, 1, . . . , n}, n ∈ N, heißt binomial-verteilt mit
Parameter n, p (0 < p < 1), (kurz: X ∼ Bn,p ), falls

P (X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k für k ∈ B.

(Anzahl weiße Kugeln beim Ziehen von n Kugeln aus Urne mit einem relativen Anteil von p weißen Kugeln
mit Zurücklegen. Erfolg/Misserfolg-Modell.)
Eine diskrete Zufallsvariable X mit Bildmenge B = N heißt geometrisch verteilt mit Parameter p (0 <
p < 1) (kurz: X ∼ Gp), falls

P (X = k) = p(1− p)k−1 für k ∈ B = N

(Anzahl der Versuche bis zum ersten Treffer, wenn Trefferwsk. = p.)

Standard-N-Vtlg. und χ2-Vtlg.: X vtlt. gem. N0,1 ⇒ X2 vtlt. gem. χ2
1

Die Funktion F: R → R b 7→ P(X ≤ b) ≡ P (X−1(−∞, b]) heißt Vtlgs.fkt. (der Vtlg.) von X. Die
Verteilungsfunktion bestimmt die Verteilung von X.

Die Familie Xt, t ∈ T , heißt stoch. unabh., falls je endlich viele Teilereignissysteme

At := {X−1
t (B) : B ∈ Bt}

st. unabh. sind.

Es gilt: X,Y : Ω (F , P ) → E (B) st. un. ZV und f, g : E → E messbare Fkt.n, d.h. f−1(B) ∈ B und
g−1(B) ∈ B ∀B ∈ B,

⇒ f ◦X, g ◦ Y sind st. unabhängig

Die Vtlg. der Summe von zwei st. un., R-wertigen ZV heißt Faltung.
Die Faltung von binomial-vtlt. ZV.n mit demselben Anteilswert p ist binomial-vtlt.

Die Familie Xt, t ∈ T heißt ident. vtlt., falls

∀s, t ∈ T : PXs
s = PXt

t

d.h. (E, B,PXs
s )=(E, B,PXt

t )
Die Familie Xt, t ∈ T heißt u.i.v., falls sie sowohl st. un. als auch ident. vtlt. ist.

(ii) Aufgaben





Kapitel 8: Lebesgue-Integrale
(i) Zusammenfassung

(a) Eine Funktion f : Ω → E heißt messbar, falls ∀B ∈ B : {f ∈ B} := f−1(B)
[={ω∈Ω:f(ω)∈B}]

∈ F

(Urbilder messbarer Mengen sind messbar.)
(b) Für alle messbaren Funktionen f : Ω → E heißt µf : B → [0,∞) B 7→ µ(f ∈ B) Bildmaß.

(a) Eine Funktion f : Ω → R heißt elementar, falls: ∃n ∈ N : ∃a1, ..., an ≥ 0 : ∃B1, ..., Bn ∈ F pw. disj.:
f =

n∑
i=1

ai1Bi

(b) Für alle elementaren Funktionen f =
n∑

i=1
ai1Bi definieren wir:

∫
fdµ :=

n∑
i=1

aiµ(Bi) ∈ [0,∞]

(a) L0 := L0(Ω,F) := {f : Ω → R|f messbar} ist R-VR, d.h. insbesondere ∀f, g ∈ L0, c ∈ R : c · f ∈
L0, f + g ∈ L0.

(b) ∀f, g ∈ L0 : f · g, min{f, g}, max{f, g} ∈ L0

Olympialemma
Für jede nichtnegative, messbare Funktion f gibt es eine isotonen Folgen elementarer Funktionen h1, h2, . . . ,
die alle kleiner oder gleich f sind und gegen f konvergieren.
Egal, welche solche Folge man nimmt, für den Grenzwert der Integrale lim

n→∞

∫
hndµ kommt immer der gleiche

Wert heraus. Diesen Wert definieren wir als
∫
fdµ.

f+ := max{f, 0} heißt „Positivteil (von f)“, f− := max{−f, 0} heißt „Negativteil (von f)“.

(a) f = f+ − f− und |f | = f+ + f− (b) f messbar ⇔ f+, f− ∈ L+
0

(a) L1(µ):= L1(Ω,F , µ) := {f ∈ L0 :
∫
f+dµ < ∞ und

∫
f−dµ < ∞} = Menge der „µ-integrierbaren“

Fktn.
(b) ∀f ∈ L1(µ) :

∫
fdµ :=

∫
f+dµ−

∫
f−dµ ∈ R

(a) ∀f ∈ L0 : f ∈ L1(µ) ⇔
∫
|f |dµ < ∞ (b) L1(µ) = {f ∈ L0 :

∫
|f |dµ < ∞}

(a) L1(µ) ist R-VR
(b) I : L1(µ) → R f 7→

∫
fdµ ist monoton und R-linear (Letzteres heißt: ∀c ∈ R ∀f ∈ L1 :

∫
cf = c

∫
f

∀f, g ∈ L1 :
∫
f + g =

∫
f +

∫
g)

(c) ∀f ∈ L1(µ) : |I(f)| ≤ I(|f |), d.h. |
∫
fdµ| ≤

∫
|f |dµ

Satz von der monotonen Konvergenz (von Levi)
∀f1, f2, ... ∈ L+

0 isoton : f = lim
n→∞

fn exist. und
∫

fdµ = lim
n→∞

∫
fndµ ∈ [0,∞]

Satz von der majorisierten Konvergenz (von Lebesgue)

∀f1, f2, ... ∈ L0 : Wenn (∃g ∈ L1(µ) : ∀n ≥ 1 : |fn| ≤ g) und fn
pktw.→
n→∞

f , dann:
∫
fdµ = lim

n→∞

∫
fndµ ∈ R

usw.

fn
µ f.ü.→
n→∞

g: ⇔ µ(lim inf
n→∞

fn < lim sup
n→∞

fn) = µ(lim inf
n→∞

fn = lim sup
n→∞

fn 6= g) = 0

Sei f : R → R messbar bzgl. B−B und über dem Intervall [a; b] ⊊ R Riemann-integrierbar. Dann ist f ·1[a;b]

Lebesgue- integrierbar und es gilt: ∫
[a;b]

fdλ :=

∫
1[a;b]fdλ =

b∫
a

f(x)dx



(ii) Aufgaben

Sei Ω = {1; 2; 3; 4} und E = {{1; 2; 3}, {3; 4}}. Sind folgende Funktionen f : (Ω, σ(E)) → (R,B) messbar?

ii) f(ω) = 1 ∀ω ∈ Ω

iii) f(ω) = ω ∀ω ∈ Ω

iv) f(ω) = (ω − 3)2 ∀ω ∈ Ω

v) f(ω) = min(|ω − 3|, 1) ∀ω ∈ Ω



Kapitel 9: Die großen Regeln der Integrationstheorie

(i) Zusammenfassung
Sei H das Halbringsystem der Rechtecke mit messbaren Seiten. Die eindeutige Fortsetzung des sigmaendli-
chen Prämaßes λ : H → [0,∞] B × C 7→ µ(B) · ν(C) auf B ⊗ C heißt das Produktmaß

µ⊗ ν : B ⊗ C → [0,∞]

Es ist ebenfalls sigmaendlich.
Satz von Fubini ∀f : X × Y → R messbar: f nichtnegativ oder f µ⊗ ν -integrabel

⇒
∫

X×Y

f(x, y) dµ⊗ ν(x, y) =

∫
Y

∫
X

f(x, y)dµ(x)

 dν(y) =

∫
X

∫
Y

f(x, y)dν(y)

 dµ(x)

Transformationsregel
∀f ∈ L0(X ,B): f ∈ L1(µ

T ) ⇔ f ◦ T ∈ L1(µ) ⇒
∫
X
fdµT =

∫
Ω

f ◦ Tdµ

Eine Funktion f : Ω → R heißt µ-Dichte(-funktion) von ν, wenn: f ≥ 0 und ν(A) =
∫
A

f dµ ∀A ∈ F .

Kettenregel
∀g ∈ L0 : g ∈ L1(ν) ⇔ g · f ∈ L1(µ) ⇒

∫
gdν =

∫
gfdµ

Hauptsatz von Radon-Nikodym
Wenn µ sigmaendlich ist und ν dominiert, dann existiert eine µ-Dichte von ν; in Zeichen:

∀µ sigmaendl. Maß : ∀ ν Maß ν � µ ⇔ ∃f ∈ L+
0 : ∀A ∈ F : ν(A) =

∫
A
fdµ

Wichtige λ-Dichten:

(a) Normal-Vtlg. Nµ,σ2 : fµ,σ2(x) = 1
σ
√
2π
e−

1
2(

x−µ
σ )

2

(σ2 > 0)

(b) Exponentialverteilung Expλ = λ : f(x) = λe−λx1[0;∞)(x) (λ > 0)

(c) kontinuierliche Gleichverteilung U(a;b) : f(x) =
1

b−a1(a;b)(x)

Wichtige ζN0-Dichten:

(a) Hypergeom.-Vtlg: siehe oben bei Kapitel 2
(b) Binomial-Vtlg: siehe oben bei Kapitel 7
(c) Poisson-Vtlg Pλ : pλ(k) = e−λ λk

k! (k ∈ N0)

(d) Geometrische Verteilung: siehe oben bei Kapitel 7

Substitutionsregel für λk-dominierte Bildmaße µ hat λk-Dichte f und T Bijektion mit differenzierbarer
Umkehrabbildung T−1

⇒ µT hat λk-Dichte g := f ◦ T−1 · | detDT−1|

Randdichten Sei Z =

(
X
Y

)
eine X ×Y-wertige Zufallsvariable, deren Verteilung eine µ1⊗µ2-Dichte f(x, y)

besitzt. Dann gilt:

g(x) :=

∫
Y

f(x, y)dµ2(y) ist eine µ1-Dichte von PX

h(y) :=

∫
X

f(x, y)dµ1(x) ist eine µ2-Dichte von PY

Zshg. zw. Randdichten und gem. Dichte bei stoch. Unabh.
X,Y stochastisch unabhängig ⇔ f(x, y) = g(x)h(y) µ1 ⊗ µ2 -f.ü.



(ii) Aufgaben





Kapitel 10: Schwaches und starkes Gesetz der großen Zahlen

(i) Zusammenfassung

EP[X] =
∫
Ω

XdP ∈ R Traforegel
=

∫
R
xdPX = E[PX ]

E[Nµ,σ2 ] = µ E[X2
f ] = f E[Expλ] =

1
λ E[U(a,b)] =

a+b
2 E[HM,N,n] = n · M

M+N E[Bn,p] = n ·p E[Pλ] = λ

E[Xk]: k-tes Moment von X

X hat endl. Moment der Ordnung k ⇒ ∀j = 1, ..., , k: X hat endl. Moment der Ordnung j.

VarP[X] := EP[(X − µ)2] ∈ [0,∞]

Var[Nµ,σ2 ] = σ2 Var[Expλ] =
1
λ2 Var[U(0,1)] =

1
12 Var[Bn,p] = n · p · (1− p) = n · p− n · p2 Var[Pλ] = λ

(ii) Aufgaben


