Repetitorium zur Stochastik (Stand: 19.9.2023)

Kapitel 1: Beschreibende Statistik

(i) Zusammenfassung

Man unterscheidet zwischen nominal, ordinal und metrisch skalierten Merkmalen. Nominal- und ordinal
skalierte Merkmale entsprechen zusammengefasst den kategorialen Merkmalen.

Beschreibung der Verteilung einer Stichprobe:

e univariat
— mit Kenngréfen:
x fiir kategoriale Merkmale: absolute und relative Haufigkeitsverteilung, Modalwert
x fiir ordinal skalierte Merkmale: Median, Quartile, Quantile, Rédnge

x fiir metrisch skalierte Merkmale: arithmetisches Mittel, Stichprobenvarianz- und Standardab-
weichung, mittlere absolute Abweichung vom Mittelwert, mittlere absolute Abweichung vom
Median, Median-Deviation, Spannweite

— mit Grafiken:

« fiir kategoriale Merkmale: Stab- oder Sdulendiagramm, Kuchendiagramme (zur Kennzeichnung
von Mehrheiten),

« fiir metrische Merkmale: Boxplot (markiert die Quartile und Ausreiler), Histogramm (H&aufig-
keitsdichte iiber Klassen. Flache entspricht Haufigkeit)

e bivariat
— mit Kenngroflen:
* fiir zwei kategoriale Merkmale: Kontingenztabellen, bedingte relative Haufigkeitstabelle,
* fiir zwei ordinal skalierte Merkmale: Spearmans Korrelationskoeffinzient
* fiir zwei metrisch skalierte Merkmale: Stichprobenkorrelationskoeffizient
o mit Grafiken
— fiir zwei kategoriale Merkmale: Mosaikplot
— fiir zwei metrisch skalierte Merkmale: Streudiagramm

— fiir ein kategoriales und ein metrisches Merkmal: gruppierte Boxplots, gruppierte Histogramme

Bemerkung: Die Korrelation misst den Zusammenhang, NICHT die Kausalitét!

(ii) Aufgaben

Anf};’abc 11.2: (4 Pllllkt(‘.) (STO1KL-DeskrStatistik01) 0000
Sei & = (x1,...,x10) eine Stichprobe von zehn reellen Zahlen mit arithmetischem Mittel T und Stichproben-
Varianz s°.

(i) Zeigen Sie:
1 10
§? = 9 (fo —10 -EQ)
i=1

(ii) Nehmen Sie an, die zehn Werte 21, ..., x1p stehen in einem R-Datenvektor x. Geben Sie die R-Befehle

zur Berechnung der linken und rechten Seite aus Teilaufgabe (i) an.

Aufgabe 7 18 Punkte

Sind folgende Aussagen wahr oder falsch? Begriinden Sie Thre Antworten! Eine richtige Antwort wird mit
einem Punkt belohnt, eine richtige Antwort mit korrekter Begriindung mit drei Punkten.

Hinweis: Fiir alle Aussagen ist A das Lebesgnemaf anf der Borel-Sigmaalgebra B.

1) Der Median der Werte 1;2;3;4 und 1000 ist kleiner als das arithmetische Mittel dieser Zahlen.



ii) Drei zufillig gebildete Gruppen des Data Science-Studiengangs werden mit jeweils unterschiedlichen
Lehrmethoden in Stochastik unterrichtet. Am Ende des Semesters wird in jeder Gruppe die gleiche
Klausur geschrieben. Um die Lehrmethoden beziiglich der in der Klausur erzielten Punkte vergleichen
zu kénnen, eignen sich gruppierte Boxplots.



Kapitel 2: Diskrete Wahrscheinlichkeitsriume

(i) Zusammenfassung

Man nennt die Menge 2 aller moglichen, relevanten Ausgénge eines zufélligen Vorgangs (Zufallsexperiments)
den Ergebnisraum (oder: Ergebnismenge, Stichprobenraum).

Sei Q # (0. F C P(Q) heifit ein Ereignissystem oder eine o-Algebra iiber €, falls

(a) Qe F.
(b) Ae F= A% :=Q\A € F (d.h. mit A ist auch das Komplement A® € F).
(c) Ay, Ag,... € F = |J A; € F (Vereinigungsstabilitéit: Vereinigungen von beliebigen Elementen aus F,
i>1
auch abzdahlbar unendlich viele, sind wieder in F).

Daraus folgt:

(a) D e F.

(b)) AUBe Fund ANB € F.

(c) A\B=ANB" ¢ F.

(d) Ay, As,...€ F= () A;i € F (Durchschnittsstabilitdt abzdhlbar vieler Mengen).

i>1
Bemerkungen:
(a) Die Teilmengen in F heiflen Ereignisse oder messbare Mengen.
(b) F ist abgeschlossen gegeniiber allen abzéhlbaren Mengenoperationen.
(c) F = P(Q) ist Ereignissystem
(d) F = {@ 1} ist Ereignissystem
(e) Fir Q = R ist H:= {(a,b] : a,b € R} kein Ereignissystem.

System der beschr. halbof fenen Intervalle

Sei (2, A) ein Ereignisraum, so heifit eine Abbildung P: 7 — R mit
(a) P(A) >0 VA e F. (Nichtnegativitét)

(b) P(92) = 1. (Normiertheit)

(c) Fiir paarweise disjunkte Aj, Ag,... € F gilt

P (U Ai> = Z P(4;), o-Additivitit
ieN ie€N
wobei Ay, Ag, ... paarweise disjunkt heiBt, dass A; N A; = 0 fiir alle ¢ # j,

ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 oder eine (Wahrscheinlichkeits)-Verteilung.

Rechenregeln fiir W-Mafe:
Sei (Q, F,P) ein W-Raum und A, B, Ay, Ag, ... € F beliebige Ereignisse. Dann gilt

P0) =
Monotonie: A C B = P(A) < P(B).

P(AUB)=P(A)+P(B) —P(ANB).
P(A)+ P (A%) =1.

b

(c
(d

(a)
(b)
)
)

(e) o-Subadditivitat: P (U Ai> < ST P(A).

i>1 i>1

(f) P(A\B) = P(4) — P(ANB).



Zahldichte: Fiir diskreter Wahrscheinlichkeitsrdume, d.h. abzéhlbare Ergebnismengen €2, definiert die Zahl-
dichte f: Q — [0;1] mit ) f(w) =1 iiber

P(A) =) f(w) fiir A € P(Q)
weA
die gesamte Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Fiir endliche Ergebnismengen  liefert die Zéhldichte f(w) = ﬁ die diskrete Gleichverteilung.
Fiir die Ergebnismenge Q = {0, 1,...,n} liefert die Zahldichte
(&) ()

("3

fir w e Q

flw) =P{w}) =

die hypergeometrische Verteilung mit den Parametern M, N und n, kurz Hypys n . Sie gibt die Wahr-
scheinlichkeit dafiir an, beim Ziehen von n vielen Kugeln aus einer Urne mit M weiflen und N schwarzen
Kugeln ohne Zuriicklegen genau w viele weifle Kugeln zu ziehen.

(ii) Aufgaben

Aufgabe 11.7: (18 Punkte) (STO1KL-AussagenWsh02) L X _NONO©)

Sind folgende Aussagen wahr oder falsch? Begriinden Sie Thre Antworten! Eine richtige Antwort wird mit
einem Punkt belohnt, eine richtige Antwort mit korrekter Begriindung mit drei Punkten.

(iii) Seien P, P2 Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (€2, F). Dann ist
1 2
P+ 2P
3 1+ 312

ebenfalls eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (€2, F).

Aufgabe 2 3 Punkte

Sei R die Menge der endlichen Teilmengen einer Grundmenge 2.

ii) Unter welchen Voraussetzungen an {2 ist R eine Sigmaalgebra?



Kapitel 3: Ereignissysteme

(i) Zusammenfassung

Klassisches Maf3problem: Es existiert keine Funktion P: P([0,1]") — R, die nichtnegativ, normiert,
sigmaadditiv und kongruenztreu ist.

o(H) == ({F C P(Q) : F Ereignissystem und F O H} heifit das von H erzeugte Ereignissystem oder
das (bzgl. Inklusion) kleinste Ereignissystem (iiber €2), das H enthélt.

Speziell heifit B:=c(H) das Ereignissystem der Borelmengen oder das Borelsystem iiber Q=R.

H C P(Q) heilt Halbringsystem, falls
(a) De™H

(b) VA, B € H : In: 3C4, ..., C,, € H paarweise disjunkt: A\B = '21 C;
J:

(¢c) VA,BeH:ANB € H ,N-stabil®

Hy, := {(a1,b1] x - x (ak, b : a; < b; Vj =1,...,k} bildet fiir alle k£ € N ein Halbringsystem.

BF:=¢(H}) wird u.a. auch erzeugt vom System der beschr. offenen Quader, vom System der kompakten
Quader, vom System der nach unten unbeschrinkten halboffenen Quader, vom System der offenen Mengen,
vom System der abgeschlossenen Mengen und vom System der kompakten Mengen.

F1 ® Fai=0({A1 x Ay: A; € F; fiir i=1,2}) heiit ,,Produktereignissystem* iiber €1 x Qo
Es gilt: B* @ B!=B*t

(ii) Aufgaben
Aufgabe 3 6 Punkte

Sei 2 = {1;2;3;4} und & = {{1;2;3}.,{3;4}}.

i) Bestimmen Sie o(€) (ochne Beweis).

)
Hinweis: o(€) C P(Q)



Kapitel 4: Vom Inhalt zum Maf3

(i) Zusammenfassung

(a) p: H — R heifit Inhalt, falls:

(0) H Halbringsystem

(i) VH € H: p(H)>0 ,nichtnegativ*
)
i)

(i) p(0)=0 ynulltreu®

111

VnV Hi,....H, € H, paarweise disjunkt: Y H; € H = ,u(z §)= Z w(H;) yadditive auf H.
i=1 i=1 i=1
(b) u:H — R heiBt Pramaf, falls (0)-(ii) gilt und
(iv) V Hi, Hs,... € H, paarweise disjunkt: > H; € H = u(>. Hj)=> u(Hj)
jeN jeN JEN
,o-additive auf H
(c) u: F — R heifit Ma8, falls F Ereignissystem und p Primaf.

Ein Mengensystem R C P(£2) heifit Ring, falls:

e DER,
e« AABeR VA, BeR,
e AUBEeR VA BeR.

Stetigkeitssatz fiir Inhalte auf Ringen
Vor.: ;1 : R — R Inhalt und R Ringsystem

Beh.:
(a) p ist Pramaf
)
(b) V Aj1,Aq,... € R isoton (d.h. A; € Ajy1): U ALeR= hm u( n) = ( UAa >
neN
4
(c) VA1, Ay, ... € R antiton (d.h. A; D Aj41): [) An € R und p(4;) < oo = hm w(Ay) = u( N An)
neN neN
)
(d) VA1, Ag, ... € R antiton: () A, =0 und p(A;) < oo = lim u(A,) =0

neN n—0o0

Fortsetzungssatz von Carathéodory:

Jedes Pramaf} auf einem Halbring l&sst sich zu einem Maf auf das von dem Halbring erzeugte Ereignissystem

fortsetzen.

(a) Ein Inhalt u: H — R heifit sigmaendlich, falls 34, Ay, ... € H : UNA]—Q und Vj € N: pu(4;) < oo
je

(b) Ein Ma8 p: F — R heifit endlich, falls () < oo [& VA € F: u(A4) < u(Q) < ]
(c) Ein Ma8 p : F — R heifit normiert, W-Maf3, W-Vtlg., falls u(Q) = 1.

Eindeutigkeitssatz:

Jedes sigmaendliche Prémaf} auf einem Halbring besitzt genau eine Fortsetzung zu einem Mafl auf dem von
dem Halbring erzeugten Ereignissystem.



(ii) Aufgaben

Aufgabe 11.7: (18 Punkte) (STOHKL-Aussagenith02) 0000

Sind folgende Aussagen wahr oder falsch? Begriinden Sie Ihre Antworten! Eine richtige Antwort wird mit
einem Punkt belohnt, eine richtige Antwort mit korrekter Begriindung mit drei Punkten.

(i) Gegeben sei die a-Algebra F := {@, R, [0.1], (—o0, 0) U (1, 00)}.

Es gilt: Die Funktion
1, falls #A4 >0
ju(A) = {

0, sonst
i1st ein MaB auf F.

(ii) Jede Wahrscheinlichkeitsverteilung P ist ein sigmaendliches Maf.

Aufgabe 2 3 Punkte

Sei R die Menge der endlichen Teilmengen einer Grundmenge 2.

i) Zeigen Sie, dass R einen Ring tiber € bildet.

Aufgabe 4 4 Punkte

(a) Wann ist ein Inhalt i : B — R ,sigmaendlich“ auf R?
(b) Geben Sie (ohne Begriindung) jeweils ein Beispiel fiir einen Inhalt p: B — R an, der ...

i. ... nicht sigmaendlich ist,
ii. ... sigmaendlich, aber nicht endlich ist,
iii. ... endlich ist.
Aufgabe 7 18 Punkte

Sind folgende Aussagen wahr oder falsch? Begriinden Sie Thre Antworten! Eine richtige Antwort wird mit
einem Punkt belohnt, eine richtige Antwort mit korrekter Begriindung mit drei Punkten.

vi) Seien P, Py Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (R, B) mit der Eigenschaft:
Pi((a.b]) = Pa((a,b]) Ya.b € R mit a < b.

Dann gilt:
Pi(B)=P2(B) VB eB.



Kapitel 5: Mafle und Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf B

(i) Zusammenfassung
Korrespondenzsatz fiir Mafle auf B, die auf H endlich bleiben

Zwischen den Mafien v : B — R, die auf H endlich sind und den isotonen rechtsstetigen Funktionen G : R — R
mit G(0)=0 besteht eine bijektive Bezichung.

Die (eindeutige) Fortsetzung der Intervalllinge u((a,b]) = b — a von H auf B heifit Lebesgue-Maf \.

Das Lebesgue-Ma8 ist bewegungsinvariant (kongruenztreu), damit ist der Ausweg aus dem klassischen Maf3-
problem gefunden!

Zwischen den Wahrscheinlichkeitsverteilungen
P:B—R

und den isotonen rechtst. Funktionen

F:R — Rmit lim F(a) =0undlimF(b) =1
a——00 b—o0
ist
P Fp(b) :=P((—o0,b]) Vb e R
F— Pr((a,b]) :=F(b) —F(a) Va<b

eine Bijektion.

Kontinuierliche Verteilungen auf B: N, ;2-, Xfc— und Uy~ Verteilung (Charakterisierung iiber Dichten in
Kapitel 9)

Cpr ist das Zahlmaf auf der Grundmenge M und ist durch (y(B) := #M N B definiert (Anzahl der Elemente
in der Schnittmenge von B und M).
(ii) Aufgaben

Aufgabe 7 18 Punkte

Sind folgende Aussagen wahr oder falsch? Begriinden Sie Ihre Antworten! Eine richtige Antwort wird mit
cinem Punkt belohnt, eine richtige Antwort mit korrekter Begriindung mit drei Punkten.

iii) Es gilt: A({7}) = 0.
Hinweis: Verwenden Sie bei der Begriindung bitte nur die Definition des Lebesguemafies und die in
der Vorlesung behandelten Sitze.

iv) Sei ¢ das Zahlmafl auf B (also das Maf, das jeder Menge die Anzahl ihrer Elemente zuordnet).

Dann gilt: ((B) > A(B) fir alle B € B.



Kapitel 6: Wahrscheinlichkeitsrdume

(i) Zusammenfassung

Def.: (2, F, P) heifit Wahrscheinlichkeitsraum oder kurz ,W-Raum*, falls

(a) € beliebige nichtleere Menge
(b) F Ereignissystem iiber
(¢) P W.-Verteilung auf F

Rechenregel in Wahrscheinlichkeitsraumen
(a) P(0)=0 und P(2)=1
(b) VA€ F:P(A%) =1 —P(A)
(c) VA,B € F:P(A)+P(B) =P(AUB)+P(AN B)
(d) Ein- und Ausschlusssatz von Sylvester-Poincare (Siebformel): Vn € NVA;, ..., A, € F:

oA - _q1yi-1
P (igl AZ) = Z( 1) >op <JQTA )
= re7)

wobei {?} ={T C{1,..,n}: #T =i} ,alle i-elementigen Teilmengen aus {1,...,n}*“ sind.

(Beachte # {7 }=("))
(e) VA, Be F: ACB=0<P(A) <P(B)<1
(f) P ist stetig von unten, stetig von oben und stetig in @, d.h.

V(Ap)nen mit A, antiton oder isoton gilt: ILm P(Ay) :P( le An>

V(Apn)nen mit A, antiton und ﬂNAn = () gilt: ILm P(A,) =P(@) =0

ne n—oo

Bedingte Verteilung:

P(ANB)

P(.B): F — [0,1] A — “PB)

Satz von der totalen Zerlegung

VA€ F:P(A)=) P(ANB)=> P(B)P(A|B)
1€EN 1€EN
Satz von Bayes
P(ANB;) _ P(B))P(A|B))
P(4) %P(Bi)P(A|Bi)
1€

P(A) >0 =V j:P(B;|A) =

Stochastische Unabhéangigkeit

(a) Zwei Ereignisse A, B € F heiflen stochastisch unabhiangig im W-Raum (2, F, P) falls P(AN B) =
P(A)P(B).

(b) Endlich viele Ereignisse Ay, ..., A, € F heiflen stochastisch unabhingig, falls

VT C{1,..,n}:P((4;) =[] P(4))

JET JET
(c) Endlich viele Teil-Ereignissysteme Ay, ..., A, C F heiflen stoch. unabh., falls

VB € Ai,....B, € A,: Bi,..., B, stoch. unabh.



Induzierte stoch. Unabhangigkeit: A;,..., A, st. un. & o(A;),...,0(A,) st. un.

(ii) Aufgaben

Aufgabe 11.7: (18 Punkte) STOtKAussagenieney @ @ O O

Sind folgende Aussagen wahr oder falsch? Begriinden Sie Thre Antworten! Eine richtige Antwort wird mit
einem Punkt belohnt, eine richtige Antwort mit korrekter Begriindung mit drei Punkten.

(iv) Seien (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B Ereignisse mit P(A4) = 1.
Dann gilt : A und B sind stochastisch unabhéngig.

(v) Seien (. F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B Ereignisse mit P(B) > 0. Dann gilt:

P(A|B) > P(AN B).



Kapitel 7: Zufallsvariable und ihre Verteilung

(i) Zusammenfassung

(a) X :Q — E heiBt Zufallsvariable, falls VB € B: X 1(B) :={w e Q: X(w) € B} € F
(Urbilder messbarer Mengen sind messbar.)

(b) PX:B—=1[0,1] B+ P(X~Y(B)) heift Vtlg. der ZV X.

Eine diskrete Zufallsvariable X mit Bildmenge B = {0,1,...,n},n € N, heifit binomial-verteilt mit
Parameter n,p (0 < p < 1), (kurz: X ~ By, ,, ), falls

P(X =k) = <Z>pk(1 —p)"* fir k € B.

(Anzahl weifle Kugeln beim Ziehen von n Kugeln aus Urne mit einem relativen Anteil von p weiflen Kugeln
mit Zurticklegen. Erfolg/Misserfolg-Modell.)

Eine diskrete Zufallsvariable X mit Bildmenge B = N heifit geometrisch verteilt mit Parameter p (0 <
p <1) (karz: X ~ G,), falls
P(X =k)=p(l—-p*tfirke B=N

(Anzahl der Versuche bis zum ersten Treffer, wenn Trefferwsk. = p.)
Standard-N-Vtlg. und x?-Vtlg.: X vtlt. gem. Np; = X2 vtlt. gem. X7

Die Funktion F: R — R b— P(X <b) = P(X }(—o00,b]) heifit Vtlgs.fkt. (der Vtlg.) von X. Die
Verteilungsfunktion bestimmt die Verteilung von X.

Die Familie Xy, t € T, heifit stoch. unabh., falls je endlich viele Teilereignissysteme
A = {Xt_l(B) : B e Bt}

st. unabh. sind.

Es gilt: X,Y : Q (F,P) - E (B)st. un. ZV und f,g : E — E messbare Fkt.n, d.h. f~1(B) € B und
g Y(B)eB VBEeB-B,
= foX, goY sind st. unabhéngig

Die Vtlg. der Summe von zwei st. un., R-wertigen ZV heifit Faltung.

Die Faltung von binomial-vtlt. ZV.n mit demselben Anteilswert p ist binomial-vtlt.

Die Familie X;,t € T heifit ident. vtlt., falls
Vs,t € T: PXs =P
dh. (E, B,P¥)=(E, BP)

Die Familie X, ¢t € T heifit u.i.v., falls sie sowohl st. un. als auch ident. vtlt. ist.

(ii) Aufgaben

Aufgabe 11.3: (3 Punkte) ETOKLMasstheorie) @ @ O O

Seien X und Y zwei reellwertige Zufallsvariablen mit Bildsigmaalgebra B und gleicher Verteilungsfunktion F'.

(i) Warum stimmen dann anch die beiden Wahrscheinlichkeitsverteilungen P* und PY iiberein?



Aufgabe 11.7: (18 Punkte) STk Aussagenicnoy @ @ O O

Sind folgende Aussagen wahr oder falsch? Begriinden Sie Ihre Antworten! Eine richtige Antwort wird mit
einem Punkt belohnt, eine richtige Antwort mit korrekter Begriindung mit drei Punkten.

(vi) Es gilt:
Die Funktion
X:R=R; 20 1jgq(2)

ist eine Zufallsvariable beziiglich (R, {2, R},P) und (R, B) .



Kapitel 8: Lebesgue-Integrale
(i) Zusammenfassung

(a) Eine Funktion f : Q — E heifit messbar, falls VB € B: {f € B} := f}(B) &€F
[={weQ:f(w)eB}]
(Urbilder messbarer Mengen sind messbar.)

(b) Fiir alle messbaren Funktionen f : Q — E heifit 4/ : B — [0,00) B + u(f € B) Bildma8.

(a) Eine Funktion f: Q — R heifit elementar, falls: 3n € N: Jaq,...,a, > 0: 3IBy,..., B, € F pw. disj.:
n
f=>alp,
i=1
n n
(b) Fiir alle elementaren Funktionen f = Y a;1p, definieren wir: [ fdu := > a;pu(B;) € [0, 0]

=1 =1

(a) Lo := Lo(Q,F) = {f : @ — R|f messbar} ist R-VR, d.h. insbesondere Vf,g € Lo,c € R:c- f €
Lo, [+ g€ Lo.
(b) Vf?.g € ‘CO : fga min{f).g}a max{f,g} € £(]

Olympialemma

Fiir jede nichtnegative, messbare Funktion f gibt es eine isotonen Folgen elementarer Funktionen hq, hs, ...,
die alle kleiner oder gleich f sind und gegen f konvergieren.

Egal, welche solche Folge man nimmt, fiir den Grenzwert der Integrale lim [ h,du kommt immer der gleiche
n—oo

Wert heraus. Diesen Wert definieren wir als [ fdu.

f+ :=max{f,0} heifit , Positivteil (von f)*, f_ :=max{—f,0} heifit ,Negativteil (von f)“

(a) f=fr—fund |f|=fs+ [ (b) f messbar & fy, f_ € Lf

(a) Li(p):= L1(QF,pu) :={f € Lo: [ f+du < oo und [ f_du < oo} = Menge der , u-integrierbaren®
Fktn.

(b) Vf e Li(p): [ fdu:= [ frdp— [f-dueR
(a) VfeLo: felilp) e [|fldp < oo (b) Li(p) ={f€Lo: [|fldp < o0}

(a) L1(p) ist R-VR
(b) I:Li(n) >R [+ [ fdp ist monoton und R-linear (Letzteres heifit: Ve e RVf € L1: [ef =c [ f

Vigeli: [f+g=[F+]9)
(c) Vf e La(p): 1N <I(If]), dh. | [ fdu| < [|f]dp

Satz von der monotonen Konvergenz (von Levi)
Vf1, fa,... € LI isoton : f = lim f,, exist. und /fdu = lim /fndu € [0, o0]
n—oo n—roo

Satz von der majorisierten Konvergenz (von Lebesgue)

Vfi, fa,.. € Lo: Wenn (3g € L1(p) : Yn > 1:|f,] < g) und fnpli—t}l}' [, dann: [ fdu = ILm [ frdp € R
usw.

£ g & plimingf, <limsupf,) = p(limin f, = limsupf, # g) = 0

n—oo n—o0

Sei f: R — R messbar bzgl. B—B und iiber dem Intervall [a;b] C R Riemann-integrierbar. Dann ist f -1,

Lebesgue- integrierbar und es gilt: ,
/ fdx = /]l[a;b]fd)\ = /f(:c)da:

[a;b]



(ii) Aufgaben

Aufp;abc 11.4: (9 Pl.ll'lktc) (STO1KL-Messbarkeit) 0000
Seien (£2,F) ein Messraum, d.h. ¥ ist ein Ereignissystem auf 2, und f : £ — R eine Abbildung.

(i) Beweisen Sie:
f messbar bzgl. Fund B «VHeH: f-1(H)eT

Hinweis: Warum ist die Hinrichtung klar?
Fiir die Riickrichtung definiert man sich das Mengensvstem:

G:={GCR: f4G@) e T}.

Zeigen Sie, dass dieses Mengensvstem eine a-Algebra bildet. Warnum beweist dies die Riickrichtung?
Verwenden Sie, dass fiir die Urbildabbildung f~' und beliebige Mengen A.B, Ay, Ao, ... gilt:

STHANB) = AN THB) und T (UAZ-) U ).

i=1 i=1

(ii) Zeigen Sie unter Verwendung von (i) die Aquivalenz der folgenden Aunssagen:
(a) [ ist F — B-messbar.
(b) {f >a}eF VaeR.
() {f<a}edF Va € R.
Hinweis: Zeigen Sie (a) = (b) = (¢) = (a).

Aufgabe 11.5: (12 Punkte, davon 8 Punkte fiur Teil (v)) (STOKL-Tntegraleoy @@ @ @ @

Berechnen Sie folgende Integrale bzw. Erwartungswerte:

(i) [ 2sin(§)doiay,
R

(iii) lim f%((i*(i"?) + 30052(7;.1:)) dNog 1,

T — 00 R
Aufgabe 3 6 Punkte

Sei Q ={1;2;3;4} und € = {{1;2;3},{3;4}}. Sind folgende Funktionen f : (2,0(£)) — (R,B) messbar?

)
w)=(w—-13)? Ywe
) =min(jw —3],1) Yw e

Aufgabe 5 7 Punkte
Berechnen Sie folgende Erwartungswerte bzw. Integrale:

iii) lim [ %(sin(3z)+cos(7x+2)) dNos. iv) [ %d(mo(k),

n— 0o
R

Aufgabe 7 18 Punkte

Sind folgende Aussagen wahr oder falsch? Begriinden Sie Ihre Antworten! Eine richtige Antwort wird mit
einem Punkt belohnt, eine richtige Antwort mit korrekter Begriindung mit drei Punkten.

v) Sei f : R—={01}; f,=1p, , fiirallen € N. Esgilt: f, =1 Mfast iiberall.



Kapitel 9: Die groflen Regeln der Integrationstheorie

(i) Zusammenfassung

Sei ‘H das Halbringsystem der Rechtecke mit messbaren Seiten. Die eindeutige Fortsetzung des sigmaendli-
chen Pramafles A : H — [0,00] B x C +— u(B)-v(C) auf B® C heifit das Produktmafl

pRv @ BeC — [0,

Es ist ebenfalls sigmaendlich.

Satz von Fubini Vf : X x ) — R messbar: f nichtnegativ oder f p ® v -integrabel
:>/f:1:yd,u® v(z,y) / /f:cydu dv(y / /fxydu du(z)
Xx)Y

Transformationsregel
Ve Lo(X,B): feLli(u") e foT e Li(p :>ffdﬂ = [ foTdu
Q

Eine Funktion f: Q — R heifit p-Dichte(-funktion) von v, wenn: f > 0 und v(A) = [ fdu VA€ F.
A

Kettenregel

VgeLo:gelilv) & g-feli(p) = [gdv=[gfdu
Hauptsatz von Radon-Nikodym

Wenn g sigmaendlich ist und v dominiert, dann existiert eine pu-Dichte von v; in Zeichen:

Vu sigmaendl. Maf : V v Maf V<<,u<:)3f€£§:VA€}":V(A)—/fdu
A

Wichtige A-Dichten:

o2
(a) Normal-Vtlg. N, 2 : f, 2(z) = L_o—2(%5") (02 >0)

(b) Exponentialverteilung Expy = \: f(z) = )\e"\xll[o;oo) (x) (A>0)
(c) kontinuierliche Gleichverteilung U qy) @ f(2) = ﬁﬂ(a;b)(x)
Wichtige (n,-Dichten:
(a)
(b) Binomial-Vtlg: siche oben bei Kapitel 7
(c) Poisson-Vtlg Py : pa(k) = e*)‘% (k € No)
(d) Geometrische Verteilung: siche oben bei Kapitel 7

Hypergeom.-Vtlg: siche oben bei Kapitel 2

Substitutionsregel fiir \*~-dominierte Bildmafe 1 hat \*-Dichte f und T Bijektion mit differenzierbarer
Umkehrabbildung 7!

= 7 hat A*-Dichte g := fo T ! |det DT}
Randdichten Sei Z = <Y> eine X' x Y-wertige Zufallsvariable, deren Verteilung eine 11 ® ps-Dichte f(z,y)
besitzt. Dann gilt:

g(x) = /f(x, y)dps(y) ist eine p;1-Dichte von PX
Yy

h(y) = /f(:z,y)d,ul(as) ist eine pip-Dichte von PY
X

Zshg. zw. Randdichten und gem. Dichte bei stoch. Unabh.
X, Y stochastisch unabhéngig < f(x,y) = g(x)h(y) 1 @ pg -f.a.



(ii) Aufgaben

Aufgabe 11.3: (3 Punkte) STotkL-asstneoric) @ @ O O

Seien X und Y zwei reellwertige Zufallsvariablen mit Bildsigmaalgebra B und gleicher Verteilungsfunktion F'.

(ii) Neben der Verteilungsfunktion gibt es noch weitere Moglichkeiten, eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf der Borelsigmaalgebra zu beschreiben, ohne die Verteilung auf ganz B anzugeben. Nennen Sie eine
weitere Moglichkeit.

Aufgabe 11.5: (12 Punkte, davon 8 Punkte fiir Teil (v)) GTOKL-Tutegrateo) @ @ @@

Berechnen Sie folgende Integrale bzw. Erwartungswerte:

i) [ (z+y)?dzy),
[0,1]x[0,1]

2
(v) J1 dP¥, wobei X,Y stochastisch unabhiingig und identisch Exp; verteilt sind.
1

Zusatzfrage zu (v):
Geben Sie eine R-Befehlskombination an, die 100000 Realisierungen von X und Y generiert und zéhlt,
in wie vielen dieser Realisierungen X/Y zwischen 1 und 2 liegt.

Hinweis: Verwenden Sie zur Berechnung des Integrals die Substitutionsregel mit der Transformation:

T : (0,00) x (0,00) — (0,00) % (0,00); (”) - ( )
Yy K]

und Umbkehrabbildung

T+ (0,00) x (0,00) = (0,00) x (0.00); (E ) ” (Iy )
Y

w |8

Y

Aufgabe 11.6: (5 Punkte) (STD1KL-WakBerechnen) [ X X No)
Sei X ~ U,;p)- Berechnen Sie folgende Wahrscheinlichkeit

(i) P(p —20 < X < p+ 20),

wobei = E[X] = ']TM und o2 := Var[X] = qu_;ﬁ'
Hinweise:

o Wenn Sie die Wahrscheinlichkeitnicht allgemein fiir beliebige a < b berechnen kénnen, berechnen Sie
bitte die beiden Wahrscheinlichkeiten fiir den Spezialfall a =0 und b =1, also X ~ Up,y).

o Die Teilaufgabe (ii) kann unabhéingig von (i) gelost werden.

Sei nun X eine beliebige reelle Zufallsvariable mit existierendem Erwartungswert ;¢ € R und endlicher positiver
Varianz 0 < o2 < co.

(ii) Geben Sie eine Verteilung PX an, die P(u — o < X < p + o) = 0 erfiillt.
Aufgabe 5 7 Punkte

Berechnen Sie folgende Erwartungswerte bzw. Integrale:

i) [ 1g2ecry + 9 Lgap(zy)d(z.y),
RQ



v) [ sin(e+y)d(zy),
[0,7]x[0,5]

Aufgabe 6 9 Punkte

Sei X ~ Fapg.
i) Geben Sie die Lebesguedichte der Zufallsvariable Y := 3X + In(6) an.

ii) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit:
P(Y > In(12))

Hinweis: Wenn Sie die Dichte in Teilaufgabe i) nicht berechnen konnten, rechnen Sie bitte mit der

(falschen) Dichte: g(y) = 3e=3¥+3 ln(s)ll[ln(s),oo) (y) weiter.

iii) Berechnen Sie folgenden Erwartungswert:

E[Y1f3.(Y)]

iv) Geben Sie eine R-Befehlskombination an, die 100000 Realisierungen von Y generiert und zihlt, in

wie vielen dieser Realisierungen Y grofler als In(12) ist.



Kapitel 10: Schwaches und starkes Gesetz der groflen Zahlen

(i) Zusammenfassung

Traforegel f

Ep[X]= [XdP €R rdPX = E[P¥]
Q

R
E[N, .2l =p E[X7=f E[Ezp =5 ElUupl =% EHunn=n 15 EBupl=n-p E[P] =)

I

E[X*]: k-tes Moment von X
X hat endl. Moment der Ordnung k = Vj = 1,...,, k: X hat endl. Moment der Ordnung j.

Varp[X] := Ep[(X — u)?] € [0, o0]
Var[N, ,2] = 0® Var[Exp,] = )\—12 Var[Ug,1)] = L Var[B,,l=n-p-(1-p)=n-p—n-p> Var[P\]= A

(ii) Aufgaben

Aufgabe 11.5: (12 Punkte, davon 8 Punkte fiir Teil (v)) (sTomL-Tntegratecs) @ @ @ @

Berechnen Sie folgende Integrale bzw. Erwartungswerte:

(iv) E[XY], wobei X ~ B ,, p € (0;1) und ¢ € (0,00),

Aufgabe 5

Berechnen Sie folgende Erwartungswerte bzw. Integrale:

i) E[ln X], wobei X ~ Up.y,

Hinweis: Verwenden Sie den hinterlistigen ler-Trick und die partielle Integration.

vi) E [%4 wobel X ~ Ulg.o).



