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Aufgabenblatt 1

Aufgabe 1.1: R als Taschenrechner (2 Punkte)

Berechnen Sie:

(i) sin(237) +e

(ii) 2+ 38

Fach: Deskr. Statistik und Stochastik
Dozent: Wolfgang Bischof
Studiengang:  Data Science

@000

(111) 2tan(17+63)



Aufgabe 1.2: Rechnen mit Vektoren in R (2 Punkte) | JeoXoXe

Weisen Sie dem Vektor a die Zahlen 1,2 und 3 zu.

(i) Welches Ergebnis erhélt man bei a * a?

(ii) Multiplizieren Sie a komponentenweise mit 5.

)
)
(iii) Quadrieren Sie alle Eintrdge von a.
(iv) Erhohen Sie alle Eintrage um 1.

)

(v) Berechnen Sie das Skalarprodukt a - a.



Aufgabe 1.3: Rechnen mit Matirzen in R (2 Punkte) @000

Berechnen Sie:

) 12 5 6 - 12\"
(1)<34).<78) (11)(34)




Aufgabe 1.4: Selektionen in Vektoren in R (5 Punkte) L X _JoXe)

Als Vorarbeit generieren Sie bitte mit den Befehlen

set.seed(1907) # fir die Reproduzierbarkeit

schaeden <- rnorm(10000, 10000, 2000) # Schadenaufwinde von 10000 KFZ-Sch&aden
alter_vn <- runif (10000, 18, 80) # Alter des Versicherungsnehmers

geschlecht <- sample( c("m","w","d"), 10000, replace=TRUE, prob=c(51, 48, 1))
alter_kfz <- runif (10000, O, 15) # Alter des Fahrzeugs

einen Datensatz aus zehntausend KFZ-Schidden mit Angaben zum Alter und Gechlecht des Versicherungsneh-
mers und zum Fahrzeugalter. Dabei entspricht ein Index einem Schaden, z.B. gibt schaeden[5764] die Scha-
denhdhe des Schadens mit Nummer 5764 und geschlecht [6764] das Geschlecht des Versicherungsnehmers zu
diesem Schaden an.

(i) Ermitteln Sie die Nummer des kleinsten und gréBten Schadens und das Alter des Versicherungsnehmers
und des Fahrzeuges zum Schaden mit dem kleinsten bzw. grofiten Aufwand. Sie diirfen dabei davon
ausgehen, dass alle Schéden verschieden hoch sind.

(ii) Ermitteln Sie das arithmetische Mittel und den Median sowie die Stichproben-Standardabweichung und
-Varianz aller Schiden.

(iii) Wie viele Schéden tiber 10000 mit einem ménnlichen Versicherungsnehmer gibt es? Bei wie vielen davon
war das Fahrzeug unter 20 [Jahren] alt?

(iv) Errechnen Sie das 40%-Quantil und erstellen Sie eine Liste der Quantile von 5% bis 95%, wobei die
Schrittweite 10% betrage.

(v) Erstellen Sie einen Vektor der GroBschéden, die grofler als 15000 sind.

(vi) Zerlegen Sie die Schiden mittels Indexselektion in die zwei Teilmengen ,ménnlich“ und ,,weiblich®.



Aufgabe 1.5: Apply und lapply in R (7 Punkte) 0000

(i)

(i)

(iii)

Ein Geschéaftfuhrer eines grofien Supermarkts erfasst 20 Tage lang jeweils die Bediendauern von 1000
Kunden. Sie kénnen seine Werte mit den Befehlen

set.seed(1972) # fir Reproduzierbarkeit
Bediendauern <- matrix( rexp(20000), ncol=20 )

simulieren, wobei in jeder Spalte die 1000 Beobachtungen eines Tages stehen.

Ermitteln Sie fiir jeden Tag die Summe, das arithmetische Mittel sowie die Stichprobenstandardabwei-
chung der Bediendauern der 1000 Kunden.

Nun erfasst der Geschéftfithrer 20 Tage lang jeweils die Bediendauern von allen Kunden, die in seinem
Supermarkt einkaufen . Die Anzahl der Kunden pro Tag kénnen Sie mit dem Befehl

Anzahl_Kunden <- rpois(20, 2000)

simulieren.

Wie kénnen Sie die Liste der Bediendauern aller Kunden simulieren, wenn je Listenelement alle Bedien-
dauern eines Tages stehen sollen?

Berechnen Sie damit fiir jeden Tag die Summe, das arithmetische Mittel sowie die Stichprobenstandard-
abweichung der Bediendauern aller Kunden des jeweiligen Tages.

Hinweise:
¢ Die Bediendauern von n Kunden kénnen Sie durch rexp(n) simulieren.

o Verwenden Sie den Befehl lapply zweimal: zunéchst zur Simulation der Bediendauern der Kunden
und anschliefend nochmal fiir die Berechnung der Summe, des arithmetischen Mittels sowie der
Stichprobenstandardabweichung der Bediendauern.

Dem Geschaftsfiithrer ist aufgefallen, dass die Bediendauern im Laufe eines Tages immer kiirzer werden.
Offenbar gewo6hnt sich das Personal an die Bedienung und wird immer schneller. Tatséchlich hat er beob-
achtet, dass er die Bediendauer des n-ten Kunden eines Tages mit dem Befehl

rexp(1l, 1/(0.5+exp(-n)))

simulieren kann (nur zu Ihrer Information: im Mittel ist die Bediendauer des n-ten Kunden damit 0.5 +
e~"/%; die sogenannte Ankunftsrate betrigt 1/(0.5 4+ e~"/?)).

Simulieren Sie erneut die Liste der Bediendauern aller Kunden, wobei je Listenelement alle Bediendauern
eines Tages stehen sollen und die mittleren Bediendauern je Tag nun entsprechend obigem Bildungsgesetz
sinken sollen.

Berechnen Sie damit fiir jeden Tag die Summe, das arithmetische Mittel sowie die Stichprobenstandard-
abweichung der Bediendauern aller Kunden des jeweiligen Tages.

Berechnen Sie ferner zur Uberpriifung, ob die mittleren Bediendauern tatsichlich sinken, das arithmetische
Mitte der Bediendauern der ersten, dritten und zehnten Tages.

Hinweise:
e« Verwenden Sie die Funktion:

erzeuge_Bediendauern_eines_Tages <- function( N )

{
return (rexp( N, 1/(0.5+exp(-(1:N)/5)) ))
}

Beschreiben Sie den Riickgabewert dieser Funkkton.

Verwenden Sie anschlieend diese Funktion in Kombination mit dem lapply -Befehl, um die Bedien-
dauern aller Kunden zu simulieren.

e Eine Liste kann mit dem Befehl unlist in einen Vektor umgewandelt werden.



Fach: Deskr. Statistik und Stochastik
Aufgabenb]_att 2 Dozent: Wolfgang Bischof
Studiengang:  Data Science

Aufgabe 2.1: Kontingenztabellen (Teil (iii): R) (8 Punkte) @000

In der folgenden Kontingenztabelle sind die Informationen tiber das Geschlecht (weiblich bzw. ménnlich) und
den Uberlebensstatus (iiberlebend bzw. nicht-iiberlebend) zum Untergang der Titanic zusammengefasst.

iiberlebend | nicht-tiberlebend | >
maénnlich 367 1364
weiblich 344 126

2

(i) Spezifizieren Sie fiir die gegebenen Daten die Begriffe bivariate Stichprobe, Merkmale, Merkmalstriager,
Skalenniveaus und Stichprobenumfang.

(ii) Bestimmen Sie die bedingten relativen Haufigkeitsverteilungen.

(iii) Stellen Sie eine bedingte relative Haufigkeitsverteilung grafisch dar.
Hinweis: Im R-internen Datensatz titanic finden Sie u.a. die oben genannten Merkmale fiir alle Passa-

giere.

(iv) Vergleichen Sie die Zellhdufigkeiten in der Kontingenztabelle mit den erwarteten Héufigkeiten bei Unab-
hingigkeit von Geschlecht und Uberlebensstatus.



Aufgabe 2.2: Explorative Datenanalyse mit R (9 Punkte) 0000

(i)

(i)
(iii)

(iv)

Lesen Sie die Datei ,, KfzDat.csv® in das data frame dat.kfz ein. Die Datei finden Sie in unserem Moodle-
Kursraum.

Verschaffen Sie sich einen Uberblick iiber den Datensatz (z.B. mithilfe der Funktionen summary und str).

Ordnen Sie die Werte des Merkmals TypklasseVK aus dat.kfz einer der Kategorien

0-10, 11-15, 16-20, 21-25, 26-34 zu und iiberschreiben Sie den Wert des Merkmals TypklasseVK
mit der entsprechende Kategorie. Uberpriifen Sie mit der Funktion summary, ob alle Werte einer Kategorie
zugeordnet wurden.

Warum ergibt

PS <- pull(dat.kfz, "PS")
length (PS[PS<=100])+length(PS[PS>100]1)

mehr als die Gesamtanzahl aller Beobachtungen nrow(dat.kfz.ps)?
Mit welchem Ausdruck kann man die Anzahl der Eintrdge mit mehr als 100 PS ermitteln?
Hinweis: Mit der Funktion pull kann man ein Merkmal eines Tibbles als Vektor extrahieren.

Loschen Sie alle Ausreifler mit P.S > 1000, alle Beobachtungen mit negativem P.S-Wert, sowie alle Beob-
achtungen bei denen irgendein Wert fehlt. Kontrollieren Sie Thr Ergebnis mit summary( dat.kfz ).

Erstellen Sie ein neues Merkmal PS.Kat vom Datentyp Faktor, in der Sie die Werte des Merkmals PS einer
der Kategorien 0-70, 71-90, 91-110, 111-130, 131-150, 151-200, 201-1000 zuordnen.

Erstellen Sie eine zweidimensionale Kontingenztabelle fiir das arithmetische Mittel des Preises je PS-/VK-
Typklasse-Kategorie-Kombination.

Erstellen Sie ferner eine Kontingenztabelle fiir die absoluten Haufigkeiten je PS-/VK-Typklasse-Kategorie-
Kombination.

Hinweis: Verwenden Sie die Hilfefunktion, um sich die Varianten der Funktionen tapply und table fiir
zwei Faktoren anzusehen.



Aufgabe 2.3: Potenzmenge und relative Haufigkeit (7 Punkte) 0000

Gegeben sei eine Stichprobe x = (z1,...,z,),n € N, mit der Auspragungsmenge A = {aq,...,an},2 < m. Fir
B C A sei

£9A) > 0], F(B) = - S M ).
=1

wobei P(A) :={B: B C A} die Potenzmenge von A bezeichnet.

(i) Geben Sie exemplarisch 3 Elemente von P(A) an und bestimmen Sie die Méchtigkeit |P(A)|.

(ii) Zeigen Sie, dass fiir die Abbildung f die folgenden Eigenschaften (a) und (b) gelten:

(a) f(4) =1
(b) Fir alle By, By C A, By N By = @, gilt, dass f (Bl @] BQ) =f (Bl) + f (Bg)

(iii) Zeigen Sie, dass fur B C A im Allgemeinen weder f(B) = % noch f(B) = % gilt.



Aufgabe 2.4: Indikatorfunktionen (6 Punkte) | X JoXeo

(i) Seien 2 eine beliebige, nichtleere Menge und A,B zwei Teilmengen von €. Zeigen oder widerlegen Sie:
(a) Tgynp=14-1p
(b) Tavp=1a+ 15
(c) Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: (14)" =14
(d) Tpp=14-1p
Hinweise:

o Uberlegen Sie sich, um welche Gleichheiten es sich bei diesen vier Teilaufgaben genau handelt und
was sie bedeuten.

e Verwenden Sie, dass Indikatorfunktionen lediglich die Werte 0 und 1 annehmen kénnen.

(ii) Die Indikatorfunktion ist oft niitzlich, um Fallunterscheidungen zusammenzufassen. Schreiben Sie folgende
Funktion ohne explizite Fallunterscheidung mit einer Indikatorfunktion:

0 fallsz <0

x sonst

f:R—=R; a:b—>{



Aufgabe 2.5: Univariate Darstellung kategorialer Variablen mit R (keine Punkte) o000

(i) Lesen Sie die Datei ,,AbsolventenDat.csv* in den data frame dat.absolventen ein. Beachten Sie, dass
fehlende Werte teils mit ,-“ und teils mit ,k.A.“ gekennzeichnet sind. Die Datei finden Sie in unserem
Moodle-Kursraum.

(ii) Lesen Sie die Komponente ,Geschlecht* des data frames in den Vektor geschlecht ein und erstellen Sie
eine Haufigkeitstabelle dieses Vektors.

(iii) Erzeugen Sie mit dem Befehl barplot oder mit geom_bar ein einfaches Saulendiagramm der Haufigkeits-
tabelle des Merkmals geschlecht ohne weitere Formatierung.

(iv) Definieren Sie einen Vektor plot.erg, in den Sie das Ergebnis des barplot-Kommandos schreiben. Lesen
Sie die Hilfe zum Kommando barplot, um zu verstehen, welche Werte der Vektor plot.erg enthélt.

(v) Verwenden Sie den Vektor plot.erg und die Haufigkeitstabelle aus Teilaufgabe (ii), um die Sdulen mit
dem text-Kommando mit dem String

paste(round (prop.table(table(geschlecht))*100,1),"%") )

der die relativen Haufigkeiten der beiden Geschlechter in Prozent enthélt, zu beschriften.

(vi) Schreiben Sie eine Funktion pretty.barplot( dat.kat ), die fiir einen Vektor dat.kat mit kategorialen
Daten ein Sédulendiagramm zeichnet, das mit den relativen Haufigkeiten beschriftet ist. Testen Sie Ihre
Funktion mit dem Vektor geschlecht.

(vii) Verwenden Sie nun die Option main des barplot-Befehls, um die pretty.barplot-Funktion um das
Argument titel zu erweitern, so dass der String titel als Uberschrift des Saulendiagramms ausgegeben
wird. Verwenden Sie ferner die Option axes, damit keine y-Achse gezeichnet wird. Testen Sie Ihre Funktion
mit dem Vektor geschlecht und dem Titel ,Geschlecht*.

(viii) Im Titel soll nun neben dem {iibergebenen String Titel noch die Anzahl der giiltigen Werte ausgegeben
werden. Testen Sie Thre Funktion wieder mit dem Vektor geschlecht und dem Titel , Geschlecht*.

Hinweise:
i.) Verwenden Sie die Befehle length und is.na, um herauszufinden, wie viele giiltige Werte der Vektor

geschlecht enthilt.
ii.) Mit dem Befehl paste kénnen mehrere Strings zu einem zusammen gebaut werden.

(ix) Verwenden Sie die Funktion pretty.barplot, um Sdulendiagramme fiir alle kategorialen Komponenten
von dat.absolventen zu zeichnen.

(x) Verschonern Sie die Sdulendiagramme aus Teilaufgabe (ix) noch weiter. Achten Sie dabei auf folgende
Details:

e Prinzipiell soll die Prozentzahl oben in weifler Farbe in die dunkelblauen Sdulen geschrieben werden.
Wenn eine Sdule zu klein fiir die Beschriftung ist, soll die relative Anzahl in schwarzer Farbe iiber
die Sédule geschrieben werden.

e Achten Sie auf die korrekte Reihenfolge der Kategorien in dem Saulendiagramm. Beispielsweise sollte
die Reihenfolge bei den Beurteilungsfragen ,,sehr gut®, , gut®, ,mittel“,  schlecht“, ,,sehr schlecht“ sein.
Auflerdem sollen bei den Beurteilungsfragen auch Auspragungen auf der x-Achse aufgefiihrt werden,
zu denen es keine Beobachtungen gibt, um die verschiedenen Fragen besser vergleichen zu koénnen.

Beispielsweise konnte die Grafik so aussehen:

Kontakt der Studierenden untereinander (n=41) Umgang der Lehrenden mit den Studierenden (n=41)

53.7 % 56.1 %

36.6 %

4.9 % 4.9 %

0
2.4% e

9
2.4 % 0%

sehr gut gut mittel schlecht  sehr schlecht sehr gut gut mittel schlecht  sehr schlecht



Hinweis: Wenn Sie wollen, diirfen Sie gerne die Pakete tidyverse und ggplot2 verwenden.




Fach: Deskr. Statistik und Stochastik
AUfgabenblatt 3 Dozent: Wolfgang Bischof
Studiengang:  Data Science

Aufgabe 3.1: Quantile, emp. Vtlgsfkt. und Boxplot (teilw. R) (5 Punkte) 0000
Gegeben ist der folgende Datenvektor:

x <- ¢c(1, 2, 1, 2, 10, 10, 20, 1, 2, 1)

Losen Sie folgende Aufgaben jeweils zuerst auf Papier und dann mit R:

(i) Geben Sie die empirische Verteilungsfunktion Fig(x) an und zeichnen Sie den Graph von F. Mit R brau-
chen Sie nur den Graphen zu zeichnen.

(ii) Berechnen Sie jeweils alle der folgenden empirischen Quantile z,, mit

p <- c(0.2, 0.25, 0.4, 0.5, 0.6, 0.75, 0.99)

wobei p; der i-te Vektoreintrag ist (i = 1,...,7).

(iii) Zeichnen Sie einen Boxplot zum Datenvektor x.



Aufgabe 3.2: Haufigkeiten, Quantile und Plots (Teil (iv): R) (7 Punkte) 0000

50 Hochschulabsolventen wurden beziiglich ihrer Studiendauer (in Semestern) befragt.

Anzahl Semester a; 6 7 8 9 10 11 14
Anzahl Absolventen  h; 3 9 C] 11 D 2 1
(OO » 2« OO0

fi | | ) o036 [ ) ][ ] oo

Fyo(a;) [:] 024 | ) | | 094 [:] 1

(i) Beim Aufschreiben und Auswerten sind einige Teile der Tabelle verloren gegangen. Vervollstandigen Sie
diese.

Hinweis: H; bezeichnet die kumulative, absolute Héaufigkeit bis zur Auspriagung a;, also H; := Y. h;.

Jj:aj<a;
(ii) Bestimmen Sie héndisch alle fiinf Quartile.

(iii) Zeichnen Sie einen Boxplot der Daten:

(iv) Geben Sie jeweils einen R-Befehl an mit dem Sie

[od]
©
=
o
—
=
=
[}
—
w
=
S

1 2 3 4 5 6 7

i.) die obigen Daten einem R-Objekt (Vektor) x zuweisen,
ii.) alle Quartile ausgeben und
iii.) das (mittlere) 25%, 50%, 75% und 95%-Quantil gleichzeitig aus dem Vektor x berechnen konnen.

(v) Die Daten sollen nun klassiert werden in schnel-
le Absolventen (mehr als vier, aber weniger als Klassen [4,8) D [9,14]
acht Semester), normale Absolventen und langsa-
me Absolventen (neun bis maximal 14 Semester). Anzahl [ ] [ ] [ ]
Fiillen Sie dazu die Tabelle auf der rechten Seite Breite [ ] [ ] [ ]
aus und zeichnen Sie das zugehorige Histogramm.
Die Flache des Histogramms soll auf 1 normiert Hohe [ ] [ ] [ ]
sein.

Haufigkeitsdichte

1 2 3 4 5 6 78 9 10 11 12 13 14 .
Studiendauer

Bemerkung: Beschriften Sie die Achsen!



Aufgabe 3.3: Empirische Verteilungs- und Quantilfunktion (8 Punkte) 0000

Um den Zeitaufwand fir einen bestimmten Arbeitsvorgang einzuschitzen, wurde die Dauer z;,7 = 1,..., 100,
des Arbeitsvorgangs in einer Stichprobe x = (z1,...,2100) bei n = 100 verschiedenen Mitarbeitern erfasst. Die
Stichprobe ist in der folgenden H&aufigkeitstabelle zusammengefasst:

Zeitdauer a; (in Minuten) ‘ 4 6 9 12
absolute Haufigkeit h (a;) ‘30 20 40 10

(i) Bestimmen Sie die empirische Verteilungsfunktion Fjgg der Stichprobe x und skizzieren Sie Figg.
(ii) Bestimmen Sie F199(10), F100(15) und interpretieren Sie die Ergebnisse.

(iii) Bestimmen Sie Fjo5 ({1}) und Fios ({2}), wobei Floo(I), I € [0;1], das Urbild von I unter Figo bezeich-
net.

(iv) Entscheiden und begriinden Sie, ob Fipo : R — Fjo0(R) eine inverse Abbildung besitzt, also bijektiv ist.

(v) Bestimmen Sie Fl_()é (%) und Fl_o[l) (%), wobei Fl_o(l)7 wie in der Vorlesung definiert, die Quantilfunktion
bezeichnet.



Aufgabe 3.4: Histogramme (4 Punkte) @000

Die Jahresumsétze von 1000 Unternehmen sind in der folgenden Tabelle klassifiziert gegeben:

Umsatz [in Mio. Euro ] | [1,5) | [5,10) | [10,20) | [20,40]
Anzahl Unternehmen | 490 | 410 [ 50 | 50

(i) Spezifizieren Sie fiir die gegebenen Daten die Begriffe Stichprobe, Merkmal, Merkmalstriager, Skalenniveau
und Stichprobenumfang.

(ii) Skizzieren Sie mit der gegebenen Intervalleinteilung das zugehorige Histogramm der absoluten Klassenhéu-
figkeiten, wobei die Hohe H; des Histogrammrechtecks der ersten Klasse [1,5) [Mio. Euro] H; = 20[ cm]
sein soll.



Aufgabe 3.5: Histogramme (keine Punkte) (XX X

(i)

(i)

(iii)

(iv)

(vii)

Lesen Sie die Datei AbsolventenDat.csv, die Sie in unserem Moodle-Kursraum finden, ein. Achten Sie
dabei auf das korrekte Einlesen von fehlenden Werten.

Lassen Sie sich mit summary die wichtigsten Kenngréfien des Merkmals , Eingangsnote“ des data frames
dat.absolventen ausgeben.

Erzeugen Sie ein einfaches Histogramm des Merkmals ,,Eingangsnote“ ohne weitere Formatierung. Dabei
sollen alle Intervalle die Lange 0,5 haben und das erste bei 1 starten.

Verwenden Sie das stat_bin-Kommando, um ein Histogramm zu zeichnen, bei dem die Rechtecke mit
den entsprechenden relativen Hiufgkeiten (in Prozent) beschriftet sind. Uber 5% soll die Hiufigkeit im
Rechteck angegeben werden. Darunter iiber dem Rechteck. Die y-Achse soll mit ,,Anzahl“ statt ,,count* be-
schriftet werden.

Schreiben Sie eine Funktion pretty.hist( dat.num ), die fiir einen numerischen Vektor dat.num ein
Histogramm zeichnet, das mit den relativen Haufigkeiten beschriftet ist.

Testen Sie Thre Funktion mit dem Vektor dat.absolventen$Abschlussnote.

Erweitern Sie nun die pretty.hist-Funktion um das Argument titel. Im Titel des Histogramms soll
neben dem iibergebenen String titel noch die Anzahl der giiltigen Werte ausgegeben werden. Auflerdem

sollen die x-Achse keinen Titel haben und die y-Achse ganz ausgeblendet wird. Testen Sie IThre Funktion
wieder mit dem Merkmal Eingangsnote und dem Titel ,,Fingangsnote®

Zeichnen Sie in das Histogramm beim arithmetische Mittel (vulgo: Durchschnitt) eine gestrichelte senk-
rechte Linie ein und beschriften Sie diese Linie mit dem Durchschnittswert.

Beispielsweise konnte die fertige Grafik so aussehen:

Eingangsnote (n=40)




Fach: Deskr. Statistik und Stochastik
Aufgabenb]_att 4 Dozent: Wolfgang Bischof
Studiengang:  Data Science

Aufgabe 4.1: Sdulendiagramme (2 Punkte) | JeoXoXe
Betrachten Sie den Datenvektor x = (x1,...,r20), wobei jedes x; einen der vier Werte 1,2,3 und 4 annimmt.
Zeichnen Sie jeweils ein passendes Sdulendiagramme fiir die absoluten Haufigkeiten h; (i = 1,...,4), wobei

folgende Eigenschaften erfiillt sein miissen:

(i) h; ist symmetrisch zum arithmetischen Mittel 7 = 3 und hs = 0.

(ii) Zymoq = 1 und r1 = 3.



Aufgabe 4.2: Lagemafle (3 Punkte)
Fiir 10 Unternehmen ist jeweils eine Kreditwiirdigkeitsbewertung

xr = (.%1,...,%’10) = (A,A,B,B,A,A,C,A,C,D)

mit der ordinaler Skala: A = sehr kreditwiirdig iiber B, C' zu D = nicht kreditwiirdig gegeben.

(i) Bestimmen Sie die moglichen Lagemafle fiir die Mitte von x.

(ii) Bestimmen Sie das untere und obere Quartil von z.

@000



Aufgabe 4.3: Lagemafle 2 (3 Punkte) | JeoXoXe

Um den Zeitaufwand fir einen bestimmten Arbeitsvorgang einzuschitzen, wurde die Dauer z;,7 = 1,..., 100,
des Arbeitsvorgangs in einer Stichprobe x = (z1,...,2100) bei n = 100 verschiedenen Mitarbeitern erfasst. Die
Stichprobe ist in der folgenden H&aufigkeitstabelle zusammengefasst:

Zeitdauer a; (in Minuten) ‘ 4 6 9 12
absolute Haufigkeit h (a;) ‘30 20 40 10

(i) Bestimmen Sie die moglichen Lagemafle fiir die Mitte von x.

(ii) Bestimmen Sie das untere und obere Quartil von z.



Aufgabe 4.4: Lagemafle 3 (6 Punkte) | X JoXeo

Betrachten Sie den Datenvektor:
x=(1,1,5,2,5,2,0)

und den erweiterten Datenvektor
Yy = (1,1,5,2,5,2,0,%0)

mit einer Variable g € R.

(i) Berechnen Sie den Median x1, das arithmetische Mittel (salopp: Durchschnitt) Z, und den Modalwert
2
Tmod des Datenvektors x.

(ii) Berechnen Sie den Median y1, das arithmetischem Mittel 7 und den Modalwert ¥,,,04 als Funktion von .
2
(iii) Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen yi (xg) und y(zo).
2

(iv) Erklaren Sie mit Hilfe der Zeichnung den wesentlichen Unterschied zwischen arithmetischem Mittel und
Median.



Aufgabe 4.5: Eigenschaften von arithmetischem Mittel und Median (8 Punkte) 0000

Sei x = (z1,...,xy,),n € N, eine Stichprobe eines metrischen Merkmals mit arithmetischem Mittel Z und einem
empirischen 50%-Quantil z¢ 5. Zeigen Sie die Minimierungseigenschaften:

(i) argmin,ep Y0y (z; —2)° =7
(ii) wos5 € argmin,eg i 2 — 2|
Hinweise:

o Die Funktion argmin liefert alle Minimalstelle(n) einer Funktion. Wenn es nur eine Minimalstelle gibt, ist
das ein Wert, sonst eine Menge. Beispielsweise gilt arg min, g (z —2)? = 2 (das Minimum dieser Funktion
betriagt 0) und arg min p cos(z) = {2kn|k € Z} (das Minimum dieser Funktion betrégt -1).

o Teil (ii) der Aufgabe ist relativ schwierig. Wenn Sie den Beweis nicht allgemein hinkriegen, versuchen Sie
es bitte fiir die Spezialfille n = 2 und n = 3. Und dann fir n = 4.



Aufgabe 4.6: Verschiebungsformel fir Stichprobenvarianz (4 Punkte) 0000

Sei = (z1,...,7,) eine Stichprobe reeller Zahlen mit arithmetischem Mittel Z und Stichproben-Varianz s2.

Zeigen Sie, dass fiir alle ¢ € R die Verschiebungsformel

n

(n—1)s* = Z (zi —¢)* —n(z —¢)?

i=1

gilt.



Aufgabe 4.7: Histogramme, Sdulen- und Streudiagramme mit R (5 Punkte) @000

(i) Zeichnen Sie Histogramme fiir die Merkmale mpg, cyl, hp, wt der R-internen Datentabelle mitcars.

)
(ii) Finden Sie heraus, fiir welche der Merkmale mpg, cyl, hp, wt ein Sdulendiagramm sinnvoll ist.
(iii) Zeichnen Sie fiir die in (ii) ermittelten Merkmale Saulendiagramme.

)

(iv) Zeichnen Sie jeweils ein Streudiagramm fiir die Merkmalspaare mpg ~ hp, mpg ~ wt und interpretieren
Sie die Diagramme. Berechnen Sie die zugehorigen Pearson-Korrelationskoeffizienten.



Aufgabe 4.8: Streuungszerlegung (keine Punkte) o000

Gegeben seien m € N (Teil-)Stichproben (man sagt auch Schichten) x4, . .., z;, reeller Zahlen mit den Umfingen

Niy-woy N, M= > 0 n;, arithmetischen Mitteln Z1, ..., Z,, und Stichproben-Varianzen s%, ..., 82 Zeigen Sie,

dass fiir das arithmetische Mittel Z und die Stichproben-Varianz s? der gemeinsamen Stichprobe z = (z1, ..., z,),
die aus allen Stichprobenwerten der m Teilstichproben besteht, folgende Formeln gelten.

m
(i) 2=1> n2 (gewichtetes Mittel)

m
(i) 2= (i —1)s?+ 557 n (7 — z)?  (Streuungszerlegung)

(iii) Die Streuungszerlegung, vgl. (ii)), wird oft in der Form:

Gesamtstreuung = Streuung in den Schichten 4+ Streuung zwischen den Schichten

ausgedriickt. Interpretieren Sie diese Aussage, z.B. grafisch, anhand der Formel in (ii).

Hinweis: Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann man davon ausgehen, dass die ersten ny Stichproben-
werte zi,...,2%n, der gemeinsamen Stichprobe z die Werte der Stichprobe zi sind, die folgenden ny Werte
Zny41s- -+ s Zny+ny die Werte der Stichprobe xo sind usw. bis zu den n,, Werten zp,+.  4n,, ,+1,---,2n, die die
Stichprobenwerte von x,, sind.



Aufgabe 4.9: Korrelationen (R) (keine Punkte) ( X X X

(i) Lesen Sie die Datei ,AbsolventenDat.csv* wie in Aufgabe 2.4 in den tibble dat.Absolventen ein.

(ii) Wandlen Sie die beiden Merkmale
Kontakt der Studierenden untereinander und Umgang der Lehrenden mit den Studierenden

in den Datentyp factor um und kodieren Sie die Stufen der beiden Merkmale mit dem Befehl levels in
Schulnoten (1 bis 5) um.

(iii) Berechnen Sie mit dem Befehl table eine Kontingenztabelle der beiden oben genannten Merkmale.

(iv) Zeichen Sie einen Haufigkeitsplot der beiden Merkmale.

Hinweis: Verwenden Sie den geom_count ()-Befehl.

(v) Schreiben Sie zusétzlich die absolute Haufigkeit in die Kreise des Haufigkeitsplots.

Beispielsweise konnte die Grafik so aussehen:
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Kontakt.der.Studierenden.untereinander

Hinweis: Sehen Sie sich die Internetseite:
www.r-graph-gallery.com/5-correlation-of-discrete-variables

an. Auf der Seite www.r-graph-gallery.com finden Sie eine Menge schéner Grafiken und den zugehdrigen
R-code. Auflerdem ist stackoverflow.com immer eine Suche wert.



Aufgabe 4.10: Korrelationen 2 (keine Punkte) (XX X

Sei (xi,v:),4=1,...,n, eine bivariate Stichprobe zweier metrischer Merkmale mit s, > 0, s, > 0 und Pearson-
Korrelationskoeffizient 7., wobei © = (z1,...,2,)T und y = (y1,...,yn)’. Zeigen Sie, dass die folgenden
Aussagen gelten.

(i) =1 <rpy <1
(ii) Vi=1,...,n:y; = a+ bzrj,a,b € R,b # 0 = r,, = sgn(b), wobei sgn : R — {—1,0,1} die Signum- oder

Vorzeichenfunktion mit der Abbildungsvorschrift

-1 firz<O0
sgn(x) =<0 fir x =0
1 firz >0

bezeichnet.
(iii) rpy = £1 = da,b e R,sgn(b) =sgn (ryy) 1 yi = a+bx;,Vi=1,...,n.

Hinweis: Verwenden Sie die Ungleichung von Cauchy-Schwarz (Schwarzsche Ungleichung): Fiir alleu,v € R",n €
N, gilt, dass
- o] < [[ulfjv]]-

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, falls v und v linear abhéngig sind. Der Malpunkt steht dabei fiir das
Skalarprodukt.



Fach: Deskr. Statistik und Stochastik
Aufgabenb]_att 5 Dozent: Wolfgang Bischof
Studiengang:  Data Science

Aufgabe 5.1: Mengenlehre (5 Punkte) 0000

Seien A, B und C Ereignisse in einem Grundraum ). Beschreiben Sie folgende Aussagen durch A, B und C
sowie geeignete Mengenoperationen:

(i) Es tritt nur A ein.

(ii) Mindestens zwei der Ereignisse treten ein.

)
)
(iii) Genau eines der Ereignisse tritt ein.
(iv) A und B treten ein, aber nicht C'.

)

(v) Hochstens zwei Ereignisse treten ein.

Versuchen Sie nun, folgende Ereignisse in Worten zu fassen:

(AUB)NANB, AAB:=(A\B)U(B\A4), AnB, AUB,
ANBUC.



Aufgabe 5.2: Laplace-Experiment 1 (3 Punkte) @000

Beim ,,Mébde“—SpielenE mit Thren Freunden taucht folgendes Problem auf: Ihr Freund behauptet, er habe ,65¢
gewiirfelt, und gibt den Becher an Sie weiter. Sie glauben ihm und wiirfeln. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit,
dass Sie einen Pasch oder Méxle werfen? Hierbei tritt Méxle auf, falls ein Wiirfel ,,2¢ zeigt und der andere ,, 1
Geben Sie einen geeigneten Grundraum mit Wahrscheinlichkeitsverteilung an, und berechnen Sie die gesuchte
Wahrscheinlichkeit!

Welche Annahmen sind verniinftigerweise zu treffen?

'Bei ,Mixle“ wird gleichzeitig mit zwei Laplace-Wiirfeln geworfen. Ziel ist es, eine ,,hohere“ Kombination als der vorherige Spieler
zu erreichen. Die genauen Spielregeln von ,,Méxle* kénnen Sie bei mir erfragen. Die Aufgabe ist aber auch ohne Kenntnis der
Regeln 16sbar.



Aufgabe 5.3: Gliicksspirale (7 Punkte) 0000

Bei der ersten Ziehung der Gliicksspirale 1971 wurden fiir die Ermittlung einer 7-stelligen Gewinnzahl aus ei-
ner Trommel, die Kugeln mit den Ziffern 0,1,...,9 je 7mal enthélt, nacheinander rein zuféillig 7 Kugeln ohne
Zuriicklegen gezogen.

(i) Geben Sie einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum an.

(ii) Geben Sie die Ziehungswahrscheinlichkeit fiir jede 7-stellige Gewinnzahl (ay, .. .,a7) € {0,...,9}7 an. Wel-
che 7-stelligen Gewinnzahlen hatten hierbei die gréfite und welche die kleinste Ziehungswahrscheinlichkeit?

(iii) Bestimmen Sie die Gewinnwahrscheinlichkeit fir die Zahl 3 143 643.

(iv) Wie wiirden Sie den Ziehungsmodus abdndern, um allen Gewinnzahlen die gleiche Ziehungswahrschein-
lichkeit zu sichern?



Aufgabe 5.4: Ereignissysteme (5 Punkte) @000
(i) Sei @ =R und F = {M C R: M offen}. Begriinden Sie, dass F kein Ereignissystem iiber R ist.

(ii) Man betrachte das Zufallsexperiment eines 3-fachen Munzwurfs einer Miinze mit den Seiten 0 und 1.
Bestimmen Sie einen Grundraum §2 und ein Ereignissystem F dieses Zufallsexperiments, geben Sie exem-
plarisch zwei Ereignisse an und bestimmen Sie die Méchtigkeiten von €} und J.

(iii) Sei Q = {0;1}3 und F = P(Q2). Zeigen oder widerlegen Sie, dass

f@) =z, wen

eine Zahldichte eines Wahrscheinlichkeitsmafies P auf {Q,F} darstellt.



Aufgabe 5.5: Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeitsmafle (6 Punkte) 0000

Beweisen Sie Satz 11.3.2:

Sei (Q,F,P) ein W-Raum und A, B, A1, Ag, ... € F beliebige Ereignisse. Dann gilt:

(i) P(2) =

(ii) Monotonie: A C B = P(A) < P(B).
(iii) P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB).
(iv) P(4) + P (AY) =

(v) o-Subadditivitat: P <U Ai> < > P(A).

(vi) P(A\B) = P(A) — P(AN B).

Hinweis: Beweisen Sie (vi) vor (iii).



Aufgabe 5.6: Hypergeometrische Verteilung (R) (3 Punkte) @000

In Threm Dorfweiher leben 200 Forellen und 100 Karpfen. Sie gehen fischen und haben 10 Fische gleichzeitig in
Ihrem Netz gefangen, ausschliellich Forellen und Karpfen.

(i) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Sie genau 3 Forellen im Netz haben?
(ii) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Sie mehr als 7 Karpfen im Netz haben?

(iii) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Sie mindestens 9 Fische der gleichen Art im Netz haben?

Hinweis: Machen Sie sich mit den R-Befehlen dhyper und phyper vertraut.



Aufgabe 5.7: Siebformel (keine Punkte) ( X X X

Beweisen Sie den Ein- und Ausschlusssatz von Sylvester-Poincare (Siebformel):

Vn € NVA,,...A, € F:

(Y

wobei { } ={T C{l,...n} : #T =i } ,alle i-elementigen Teilmengen aus {1,...,n}* sind.
Beachte #{"1=("))

||C:

) Cent Y P04
'Ll

ey \oer

Hinweis: Folgern Sie die Aussage aus Satz 11.3.2 mithilfe der vollstdndigen Induktion.



Fach: Deskr. Statistik und Stochastik
Aufgabenb]_att 6 Dozent: Wolfgang Bischof
Studiengang:  Data Science

Aufgabe 6.1: Mengenfolgen (7 Punkte) 0000

Seien () eine nichtleere Menge und {4, },en eine Folge in P(£2). Dann definiert man den Limes inferior und den
Limes superior der Mengenfolge {A,, },en als

liminf A, = G ﬁ Ay, bzw. limsup 4,, = ﬁ [j Ay .

n— o0 n— 00

n=1k=n n=1k=n

Zeigen Sie:

(i) liminf A, = {w € Q|w € A,, fiir schlieBlich alle n € N}
n— o0

(ii) limsup 4,, = {w € Q|w € A4,, fir unendlich viele n € N}

n— o0

Berechnen Sie nun fiir die Beispiele

(i) Ay = (1, 1),

(iv) An = {(=1)"},

(v) A, := {i € N:iist durch drei teilbar} fiir n ungerade,
A, = {i € N:iist durch zwei teilbar} fiir n gerade

den Limes inferior und den Limes superior der Mengenfolge { A, }nen.

Fiir jede Menge C' € P(Q) definiert man die Indikatorfunktion von C als

1 firweC

1c: Q—{0,1}, >
¢ (0.1}, w {OfﬁrwgﬁC’

Beweisen Sie:

(Vi) Liiminf 4, = lim i(])flof]l A

n — oo n—

Bemerkung: Auch die Aussage Ljimsup 4, = limsup 14, gilt und kann analog zu (vi) bewiesen werden.
n— oo n— 0o



Aufgabe 6.2: Eigenschaften von Ereignissystemen (6 Punkte) 0000

Sei F eine o—Algebra tiber einer Menge 2, A, B € ¥ und {4, },en eine Mengenfolge in F. Zeigen Sie:

(i) @ € 7,
(ii) AUBeJFund ANB €T,
(iii) AB=ANBYcF, AANB:=A\B U B\A €%
(A; A Ag heifit ,,symmetrische Differenz®.),

(iv) N Ai € F (Durchschnittsstabilitdt abzahlbar vieler Mengen).
i>1

(v) limsup 4,, € F,

n— 0o

(vi) liminf A,, € &.
n— oo

Hinweis: Die Teile (i) bis (iv) beweisen Lemma II.1.



Aufgabe 6.3: Eigenschaften von Ereignissystemen (2 Punkte) @000

Seien €1 und €5 Mengensysteme iiber einer Menge ().
Beweisen Sie:
E1C & = 0'(81) - 0'(82).




Aufgabe 6.4: Klassisches Mafproblem (3 Punkte) @000

In der Vorlesung wurde erwihnt, dass es auf P([0,1]) keine nichtnegative, normierte, sigma-additive und kon-
gruenztreue Abbildung gibt.

(i) Existiert eine nichtnegative, normierte und sigma-additive Abbildung auf P([0,1])?

(ii) Existiert eine nichtnegative, sigma-additive und kongruenztreue Abbildung auf P(]0,1])?

Begriinden Sie Thre Antworten!



Fach: Deskr. Statistik und Stochastik
Aufgabenb]_att 7 Dozent: Wolfgang Bischof
Studiengang:  Data Science

Aufgabe 7.1: Ringsysteme 2 (6 Punkte) 0000

Sei X eine abzéhlbar unendliche Menge. Zeigen Sie:

(i) A:={A C X : A endlich oder A endlich} ist ein Ringsystem.

Hinweis: Wenn Ihnen der Beweis fiir ein allgemeine Menge X zu schwierig ist, zeigen Sie die Aussage bitte
fiir den Spezialfall X = N.

(ii) Die Abbildung

p:A — R
0, falls A endlich ist.
A —
oo, falls A€ endlich ist.

ist ein Inhalt, aber kein Pramasf.

Hinweis: Zeigen Sie zunichst, dass p wohldefiniert ist, d.h. dass es sich bei pu auch wirklich um eine
Abbildung handelt, die jedem A € A nur einen Wert zuordnet.



Aufgabe 7.2: Griechisches Alphabet (keine Punkte)

Lernen Sie Lesen und Schreiben des griechischen Alphabets:

Grof3 Klein Name Gro3 Klein Name
A a  Alpha N v Ny
B £ Beta = & Xi
I v Gamma O Omikron
A 0  Delta II m w Pi
B €, ¢ Epsilon P p,0 Rho
7 ¢ Zeta Y  0,¢ Sigma
H n  Eta T 7  Tau
© 6,v Theta Y v Ypsilon
| . lota ® ¢, ¢ Phi
K Kk, % Kappa X x  Chi
A Lambda U Y Psi
M o My Q) w  Omega

[ X NOXO)



Aufgabe 7.3: Stetigkeitssatz (9 Punkte) 0000

Sei R ein Ringsystem und x : R — R ein Inhalt.
Beweisen Sie:

a)  ist Pramaf.

0
b) VA1,Ag, -+ € Riisoton: |J A, € R= lim p(A,) =p ( U An) .

neN n—roo neN

4

¢) VA1,Ag,--- € Ryantiton: (] 4, € R und p(4;) < co = ILm w(Ap) = 1 ( N An> .
neN n—roo neN

0

d) VA1,Ag, -+ € Ryantiton: () A, =@ und p(A;) < co = ILm wu(Ay) =0.
neN n—oo

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst (a) < (b), dann (a) = (c) und schlieBlich (c¢) < (d).



Aufgabe 7.4: Vereinigung von Ereignissystemen (2 Punkte) @000

Man zeige durch Gegenbeispiel, dass im Allgemeinen die Vereinigung FUJF’ zweier o-Algebren (iiber demselben
Q) keine o-Algebra ist.



Fach: Deskr. Statistik und Stochastik
Aufgabenb]_att 8 Dozent: Wolfgang Bischof
Studiengang:  Data Science

Aufgabe 8.1: Stochastische Unabhéngigkeit (4 Punkte) 0000
Seien (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Ay, ...,A, (n € N) Ereignisse. Zeigen oder widerlegen Sie:
(i) Wenn A4,,...,A, paarweise stochastisch unabhéngig sind, dann sind A, ... A4, stochastisch unabhéngig.

(ii) P() Ai) = [] P(A;) impliziert stochastische Unabhéngigkeit von Ay,...,A,.



Aufgabe 8.2: Coupon collector’s problem (Teil (iii): R) (7 Punkte) 0000

In jedem Schokoriegel einer bekannten Firma ist ein Aufkleber enthalten. Wie viele Schokoriegel muss man
kaufen, um mit 95%-iger Wahrscheinlichkeit eine komplette Sammlung zu erhalten, wenn es 30 verschiedene
Aufkleber gibt?
(i) Geben Sie fiir den Kauf von n (n € N) Aufklebern einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum an. Welche
Annahmen sind verniinftigerweise zu treffen?

(ii) Berechnen Sie in dem in (i) gefundenen Modell die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine zuféllige Sammlung
von n (n € N) Aufklebern komplett ist!

Hinweis: Betrachten Sie die Ereignisse ,Sammlung enthalt Bild i (i € {1,...,30})%, bilden Sie den Schnitt
iiber diese Ereignisse und gehen Sie auf das Komplement tiber. Verwenden Sie dann den Ein- und Aus-
schlusssatz von Sylvester und Poincaré.

(iii) Losen Sie obiges Problem!
Hinweis: Hier kann ein Computerprogramm wie EXCEL (oder noch viel besser: R) hilfreich sein.



Aufgabe 8.3: Formel von Bayes (7 Punkte) 0000

Eine bestimmte Krebsart kommt bei ca. 0,5 % der Bevolkerung vor. Ein Test zur Auffindung der Krebserkran-
kung fiihrt bei 99 % der Kranken zu einer Reaktion, aber auch bei 2 % der Gesunden.

(i)

(i)

(iii)

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person, bei der die Reaktion eintritt, die Krebserkrankung
wirklich hat?

Wie grof} sind die Sensitivitdt und die Spezifitat des Tests?

Hinweis: Die Definitionen der beiden Begriffe finden Sie im Internet oder im Buch, z.B.: ,Sachs, L. und
Hedderich, J. (2016): Angewandte Statistik, Methodensammlung mit R. Berlin, Heidelberg: Springer Ver-
lag.”, das iiber die Bibliothek als E-Book ausleihbar ist.

Weisen Sie allgemein nach, dass die Chancen (engl.: odds) fiir eine Erkrankung bei positivem Test um den

Faktor .
Sensitivitat richtig-positiv Rate

1 — Spezifitdit  falsch-positiv Rate
grofler sind als vor dem Test.

Hinweis: Mit ,odds* bezeichnet man das Verhéltnis zwischen der Wahrscheinlichkeit fir krank* (=, Tref-
fer“) und der Wahrscheinlichkeit fiir ,,gesund* (=, kein Treffer”). Der Begriff wird auch bei Sportwetten
verwendet.

Priifen Sie die Giiltigkeit der Formel aus Teil (iii) anhand der Zahlen aus der Aufgabe und dem Ergebnis
aus Teil (i).



Aufgabe 8.4: Formel von Bayes (4 Punkte) @000

In der Augsburger Strafienbahn sind 10% der Fahrgiste Schwarzfahrer. 70% der Schwarzfahrer haben keine
Fahrkarte, wihrend die anderen Schwarzfahrer gefélschte oder illegal besorgte Karten besitzen. Von den ehrli-
chen Fahrgasten haben 5% ihre Fahrkarte vergessen. In der Aufgabe soll nun mit zwei verschiedenen Methoden
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein kontrollierter Fahrgast, der keine Karte vorzeigen kann, ein Schwarzfahrer
ist, berechnet werden.

(i) Losen Sie die Aufgabe ,sauber® mit einem geeigenten Wahrscheinlichkeitsraum?

(ii) Losen Sie die Aufgabe - wie vom Psychologen Gigerenzer vorgeschlagen - mit einer Vierfeldertafel und
absoluten Zahlen.

Hinweis: Stellen Sie sich dazu 1000 Fahrgéste vor und iiberlegen Sie, wie viele Schwarzfahrer mit bzw.
ohne Fahrkarte es gibt und wie viele ehrliche Kunden mit bzw. ohne Fahrkarte. Setzen Sie die geeigneten
Zahlen ins Verhédltnis, um die gesuchten Wahrscheinlichkeiten zu berechnen. Am iibersichtlichsten geht
das in einer Vierfeldertafel.

(iii) Wann stoB8t die Methode von Herrn Gigerenzer an ihre Grenzen?



Fach: Deskr. Statistik und Stochastik
Aufgabenb]_att 9 Dozent: Wolfgang Bischof
Studiengang:  Data Science

Aufgabe 9.1: Poisson-Verteilung (4 Punkte) 0000

Die sog. Poisson-Verteilung (nach Siméon-Denis Poisson, 1781-1840) ist fir A > 0 durch die Zahldichte

)\k
P\({k}) = e*Ag fiir k€ Ny

gegeben. Sie ist ein natiirliches Modell fiir die Anzahl von rein zufélligen Ereignissen, die in einem Zeitintervall
auftreten, wenn im Schnitt in diesem Zeitintervall A Ereignisse eintreten.

(i)

(i)

(iii)

Zeigen Sie, dass f: Ng— R mit f(k) := P\({k}) eine Zahldichte ist.

Hinweis: Zur Definition der Zahldichte siehe Satz I1.3.1

Die Binomialverteilung kann fiir grofle n und kleine p durch die Poissonverteilung approximiert werden,
d.h.:
By p({k}) = P\(k) fiir X:=np, n groB, p klein.
(grobe Merkregel: n > 10;p < %)
Rechtfertigen Sie diese Approximation, in dem Sie folgende Grenzwertbeziehung zeigen:

Sei p, eine Folge mit lim np, = A. Dann gilt:
n— 00

Vk € Ny : nh—>moo Bn,pn({k}) = P,\({k‘})

Hinweis: Verwenden Sie die aus der Analysis bekannte Beziehung: lim (14 %2)" = ¢, falls lim x, = z.
n— oo n— oo

In einer Telefonzentrale rufen im Schnitt fiinf Personen je Minute an.Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit,
dass in einer Minute gar keiner anruft. Und wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als sechs
Personen anrufen?



Aufgabe 9.2: Faltung (5 Punkte) 0000

Sei (Q,F,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

(i) Die Zufallsvariablen XY :  — Ny seien stochastisch unabhéngig. Die Verteilungen P¥X und PY besitzen
die Zéhldichten f und g. Bestimmen Sie die Verteilung der Zufallsvariablen Z := X + Y.

(ii) Seien X,Y stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen, wobei X Pj-verteilt und Y P,-verteilt sei. Zeigen
Sie unter Verwendung von (i), dass Z := X +Y Py ,-verteilt ist.

(iii) Seien Xi,...,X, (n € N) u.i. Py-verteilte Zufallsvariablen. Bestimmen Sie unter Verwendung von (ii) die

n
Zahldichte von Z := > X;.
i=1



Aufgabe 9.3: Simulationen zur Normalverteilung mit R (5 Punkte) | X JoXeo

(i) Erzeugen Sie einen Vektor mit zehntausend Ny7g 100-verteilten Zufallszahlen.

Hinweis: Normalverteilte Zufallszahlen kénnen in R iiber die Funktion rnorm erzeugt werden.

(ii) Wie grof ist der Anteil der Komponenten, die kleiner als 160 sind?

(iii) Wie grof ist der Anteil der Komponenten, die zwischen 140 und 200 liegen?
(iv) Welchen Wert hat die grofite Komponente?
)

(v

An welcher Indexposition tritt der grofite Wert auf?

Hinweis: Verwenden Sie die Funktion which.

(vi) Wie groB ist der Anteil der Komponenten, deren betragsméfiiger Abstand zur nichsten Komponente grofier
als V200 ~ 14,14 ist?

(vii) Ermitteln Sie die Indizes der Komponenten mit den zehn grofiten absoluten Absténden zum Nachfolger.



Aufgabe 9.4: Dichteplots I mit R (6 Punkte) @000

Aus Satz I1.3.1 kennen Sie den Begriff der Zahldichte. Verwenden Sie das Statistikpaket R, um die Zdhldichten
folgender Verteilungen zu plotten:

(i) Heo40;10
(i) Bio;o.5
(iii) U{1;2;3;4;5;6}
Verwenden Sie diese Plots, um grafisch (!) Ndherungswerte fiir die folgende Wahrscheinlichkeiten zu bestimmen:
(i) Heo:a0:10({3;4;5})
(ii) Bio0.5({1;3;7;9})
(iil) Ugr;2:3:45:6) ({2;6})
Hinweise:

¢ Bei allen R-Aufgaben sollte Thre Losung aus einem kommentierten Ausdruck der Ergebnisse und einer
ausfiihrlichen Beschreibung Ihrer Vorgehensweise bestehen.

¢ Als Vorlage fiir Thren R-Code kann folgendes Beispiel dienen:
Einen Plot der Zihldichte von der Bernoulliverteilung mit p = 0,1 erhélt man mit folgenden beiden
R-Kommandos:

x<-c(0,1) # Menge, auf der die Vtlg. eine positive Wsk. hat

plot(x,dbinom(x,1,0.1), x1im = c(0, 1), ylim = c(0, 0.9),
font.axis=2, cex.axis=1.5, las=1, lwd=2,col="black",
xlab=, ylab=,main="B 1;0.1")



Fach: Deskr. Statistik und Stochastik
AUfgabenblatt 10 Dozent: Wolfgang Bischof
Studiengang:  Data Science

Aufgabe 10.1: Messbarkeit (5 Punkte) 0000

Seien (€,F) ein Messraum, d.h. J ist ein Ereignissystem auf Q, und f : Q — R eine Abbildung. Zeigen Sie die
Aquivalenz der folgenden Aussagen.

(i) f ist F — B-messbar.
(ii) {f>a}eF VaeR.

)
)
(iii) {f>a}eF VaeR.
(iv) {f<a}edF VaeR

(v) {f<a}eF VaeR.
Zeigen Sie ferner fiir den Spezialfall F = o({Q}): (i) & f = a fiir ein a € R.
Hinweis: Verwenden Sie, dass

B:={B,BU{+c},BU{~0c0}, BU{~00,00} | B € B}

eine o-Algebra ist, die vom Mengensystem D := {[—00,a| : a € R} erzeugt wird.
Zeigen Sie zunédchst (i) < (v), in dem Sie Lemma A aus Kapitel VIII.7 verwenden. Zeigen Sie anschlieend den
Ringschluss: (ii) = (iii) = (iv) = (v) = (ii).



Aufgabe 10.2: Messbarkeit II (3 Punkte) 0000

Seien (9,7) ein Messraum und f; : @ =R, i € Ny eine Folge F — B-messbarer Abbildungen. Zudem sei N :
21— Ny eine F — P(Np)-messbare Abbildung. Zeigen Sie, dass

N(w)
S(w) = Z filw) fir allew € Q
=0

eine F — B-messbare Abbildung auf € ist.
Hinweis: Verwenden Sie die Aquivalenz (i) < (v) aus Aufgabe 8.1. und zerlegen Sie die auftretende Menge nach
den Werten von N.



Aufgabe 10.3: Extremwertverteilungen (4 Punkte) 0000

Seien X1,...,X,, (n € N) unabhéngige, reellwertige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, &, P)
mit zugehorigen Verteilungsfunktionen Fi, ... ,F,. Man stelle die Verteilungsfunktionen von

(i) max(Xy,...,X,) und
(ii) min(Xy,...,X5)

durch die Verteilungsfunktionen Fi,...,F, dar.

Betrachten Sie nun unabhéngige, exponential-verteilte Zufallsvariablen, d.h.
Fi(t)=(1—- e_Ait)]l[Oyoo) (t)Vte R (A\; >0). Wie ist min(X7y,...,X,) verteilt?



Aufgabe 10.4: Monte-Carlo-Methode zur Schétzung von Pi (R) (4 Punkte) | X JoXeo

Erzeugen Sie mit R zweimal je n (n € N) Uo,1)-verteilte Zufallszahlen (also n zufillige Punkte in der Menge
[0;1] x [0;1]) und schétzen Sie mit diesen Zahlen die Zahl 7. Wie héangt die ,Genauigkeit“ der Schitzung von
der Anzahl n ab?

Hinweis: Betrachten Sie einen geeigneten Viertelkreis im Quadrat [0;1] x [0;1] und zdhlen Sie, wie viele der
zufélligen Punkte im Viertelkreis landen. Das Verhéltnis der Treffer zur Gesamtzahl aller Punkte hat etwas mit
T Zu tun.



Aufgabe 10.5: Positiv-/Negativteil (1 Punkte) @000

Zerlegen Sie die Funktion f : R — R;x + (x — 3)3 in Positiv- und Negativteil.




Aufgabe 10.6: Lebesgue vs. Riemann (3 Punkte) @000

In einer Kirchengenmeinde wirft jede Besucherin nach der Messe genau ein Geldstiick in einen Sammelkorb.
Mit der Funktion:
f:{1;2;...;20} - {0,5;1;2}

wird chronologisch festgehalten, wie viel die i-te Besucherin gegeben hat. Es ergaben sich folgende Werte:

t (1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
f&l12 05 1 2 2 05 1 2 1 1 1 2 1 1 05 2 1 05 2 2

Nun soll die Gesamtsumme der Spenden, das ist f{1-2-.‘.-20} f(n)d¢n(n) berechnet werden.

Beschreiben Sie, wie man dieses Integral nach Riemann bzw. Lebesgue berechnet. Warum ist die Methode von
Lebesgue geschickter?



Fach: Deskr. Statistik und Stochastik
AUfgabenblatt 11 Dozent: Wolfgang Bischof
Studiengang:  Data Science

Aufgabe 11.1: Satz von der monotonen Konvergenz (4 Punkte) 0000

Sei Q = {q1,92,q3, ...} eine Abzdhlung der rationalen Zahlen. Wir betrachten die Funktionenfolge

I—){l fiir xe{vaqn}v

fa [0l =R, neN, ..
0 fur z¢{q,....aqn}

Zeigen Sie:
(i) Fir das Lebesgue-Integral gilt:

lm [ fud) = / Hm fod),
n— o0

n— o0

(ii) fir das Riemann-Integral erhélt man dagegen:

n— oo n— 00

1 1
lim fn(x)dz =0, aber: / lim f,(z)dx existiert nicht.
0 0

Bemerkung: Dieses Beispiel zeigt, dass die Konvergenzsétze fiir das Riemann-Integral nicht anwendbar sind.
Tatsdchlich wird in den entsprechenden Aussagen der Analysis gleichméfBige Konvergenz vorausgesetzt.



Aufgabe 11.2: Kettenregel (5 Punkte) 0000

Sei (Q,F) ein Messraum und p, v zwei sigmaendliche Mafle auf &, wobei v eine p-Dichte f besitze. Zeigen Sie,
dass fiir alle v-integrierbaren Funktionen g : 0 — R gilt:

/gduz /gfdu (Kettenregel).

Hinweis: Ochsentour.



Aufgabe 11.3: Fast iiberall verschwindende Funktionen (6 Punkte) 0000

Beweisen Sie Satz VIIL.19 (b), (c) und (d) aus der Vorlesung.




Aufgabe 11.4: Berechnung von Intergralen bzgl. versch. Mafie (5 Punkte) @000

Berechnen Sie folgende Integrale:

i [ e’ cos(7x)déry, wobei 6,y das Einpunktmaf} in  ist.



Fach: Deskr. Statistik und Stochastik
AUfgabenblatt 12 Dozent: Wolfgang Bischof
Studiengang:  Data Science

Aufgabe 12.1: Erwartungswerte (5 Punkte) | JeoXoXe
Berechnen Sie folgende Erwartungswerte:
(i) E[X°], wobei X ~ B .
(ii) E[VX], wobei X ~ By .
(i) Elcos(X)], wobei X ~ Ug;x .}
(iv) E[eX], wobei X ~ Expy und A > 1.

(v) E[3X?], wobei X ~ Up,yj.-



Aufgabe 12.2: Poisson-Verteilung (5 Punkte) 0000

Sei X eine Zufallsvariable mit X ~ Py und Wahrscheinlichkeitsfunktion py. Zeigen Sie:

() > pa(i) =1 (i) E[X]=A (i) Var[X] = A
=0



Aufgabe 12.3: Wahrscheinlichkeiten berechnen (ab Teil (iii) R) (4 Punkte) | JeoXoXe

Berechnen Sie folgende Wahrscheinlichkeiten:

(i) P(X = 1) mit X ~ Nog (v) P(X = 3) mit X ~ B

(i) P(X = 1) mit X ~ Ugyy; (vi) P(X < 6) mit X ~ P,
(iii) P(X > 1) mit X ~ Ezps (vii) P(X € (—2;3)) mit X ~ Noyu
(iv) P(X =3) mit X ~ Hyp:205 (viil) P(X € (6;7)) mit X ~ x3



Aufgabe 12.4: Varianz der Gleichverteilung (3 Punkte) [ X JoXe)

Berechnen Sie die Varianz der U(,;)-Verteilung.




Aufgabe 12.5: Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung (2 Punkte) @000
Zeigen Sie, dass die Exponentialverteilung gedéchtnislos ist, d.h. fiir alle A,s,t > 0 gilt:
X ~FExpy = P(X>t+s|X >t)=P(X >s)

Salopp: X altert nicht. Dies gilt ndherungsweise fiir die Lebenszeit von Transistoren, nicht aber von Lebewesen.



Fach: Deskr. Statistik und Stochastik
AUfgabenblatt 13 Dozent: Wolfgang Bischof
Studiengang:  Data Science

Aufgabe 13.1: Substitutionsregel (7 Punkte) [ X _JoXo)
Sei X ~ Exps.
(i
(ii

(ii

) Berechnen Sie die Lebesgue-Dichte der Zufallsvariable Y :=5X + 2.

) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P(Y > 11).

) Berechnen Sie den Erwartungswert E [Y 15 o) (Y)].

) Mit welcher Befehlskombination konnen Sie die in den letzten beiden Teilaufgaben berechneten Groflen,
namlich

(iv
P(Y > 11) und E [Y15 .y (Y)]

mit der Statistiksoftware R durch Simulation abschéitzen?



Aufgabe 13.2: Substitutionsregel II (10 Punkte) 0000
Sei X ~ N.p2.

(i) Berechnen Sie die Lebesgue-Dichte der Zufallsvariable Y := eX.

Hinweis: Die Verteilung von Y := e* heiBt Log-Normalverteilung, i.Z.: LN 02, weil In(Y') normalverteilt
ist.

(ii) Berechnen Sie den Erwartungswert von Y.
(iii) Berechnen Sie die Varianz von Y.

(iv) Berechnen Sie ndherungsweise die Wahrscheinlichkeit:
P(Y > 4)

fiir 4 = 0 und 02 = 1 unter Verwendung von R:
i.) mit Hilfe der Log-Normalverteilung (1norm-Befehlsfamilie),
ii.) mit Hilfe der Normalverteilung (norm-Befehlsfamilie),

iii.) durch numerische Integration der in (i) ermittelten Dichte mit dem R-Befehl integrate.



Aufgabe 13.3: Substitutionsregel III (6 Punkte)
Sei X ~ 3.

(i) Berechnen Sie die Lebesgue-Dichte der Zufallsvariable Y := v/ X.

(1)

ii.) unter Verwendung der Chiquadratverteilung (chisq-Befehlsfamilie).

(ii) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit:

i.) exakt ohne Verwendung von R,

(iii) Berechnen Sie den Erwartungswert von Y numerisch mit dem R-Befehl integrate.

[ X NOXO)



Aufgabe 13.4: Substitutionsregel IV (keine Punkte) ( X X X

Die Verteilungen der stochastisch unabhéngigen, reellwertigen Zufallsvariablen X und Y besitzen die Lebesgue-
Dichten f bzw. g.

(i) Bestimmen Sie die Lebesgue-Dichte der Verteilung der Zufallsvariablen Z =
positive Werte annimmt.

% fir den Fall, dass Y nur

(ii) Betrachten Sie nun einen Autohersteller, der fiir ein bestimmtes Modell den Verbrauch pro 100 km er-
mitteln mochte. Dazu ldsst der Hersteller mehrmals Autos dieses Modells eine 100 km lange Teststrecke
fahren. Im Messprotokoll wird der Verbrauch pro 100 km, der als Quotient des gemessenen Verbrauchs
und der gemessenen Strecke ermittelt wird, notiert.

i.) Wie ist die Dichte der Verteilung des Verbrauchs pro 100 km, wenn Sie annehmen, dass der Ver-
brauch mit der Uy g.5 1)-Verteilung und die gemessene Strecke (in 100km) davon unabhéngig mit der
U(0,99:1,01)- Verteilung modelliert werden kann?

Hinweis: Zur moralischen Unterstiitzung verrate ich Ihnen, dass der Graph der gesuchten Dichte so
aussieht (bei welchen z-Werten sind die Knickpunkte?):

HH——+——"F—+—++++— 72
ii.) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der gemessene Verbrauch pro 100 km (also &)

Y
zwischen 7,9 und 8,1 Litern liegt.

iii.) Ermitteln Sie die in (b) gesuchte Wahrscheinlichkeit per Simulation.



Aufgabe 13.5: Simulation des Gesetzes der groBen Zahlen mit R (3 Punkte) | JeoXoXe

Simulieren Sie 20 000 normalverteilte Zufallszahlen mit Erwartungswert 4 und Varianz 10 und berechnen Sie
die Folge der arithmetischen Mittel:

Ty = I

1
To = §(IE1+$2)

1
T3 = §($1 + z0 + x3)

1
To0000 = 50000 (z1 + 22 + ... + T20000)

Tragen Sie die Folge der arithmetischen Mittel {iber dem Index auf. Zeichnen Sie in das gleiche Diagramm noch
zwei weitere Versuche mit jeweils 20 000 normalverteilten Zufallszahlen mit Erwartungswert 4 und Varianz 10
mit verschiedenen Farben ein.

Was ist zu beobachten?

Hinweise:
(i) Einen Vektor S mit den kumulierten Summen seiner Eintrdge erhalten Sie mit dem Befehl cumsum ().
Durch welchen Vektor miissen Sie S teilen, um die gewtinschten arithmetischen Mittel zu erhalten?

(ii)) Um die starken Ausreifier zu Beginn nicht die Grafik dominieren zu lassen, ist es sinnvoll die y-Achse mit
der plot-Option ylim = c¢(3,5) zu beschrinken.



Fach: Deskr. Statistik und Stochastik
AUfgabenblatt 14 Dozent: Wolfgang Bischof
Studiengang:  Data Science

Aufgabe 14.1: Charakt. Fkt. der Exponential-Verteilung (6 Punkte) [ X JoXe)

Die Exponentialverteilung (i.Z. Exp)) ist durch die Lebesgue-Dichte

wap)\ (I’) = )‘6_/\90]1[0;00) (.CI?)

gegeben (A > 0). Sie wird beispielsweise zur Modellierung der Ausfallzeit von Bauteilen oder zur Modellierung
der Wartezeit auf den néchsten Kunden verwendet.

(i) Berechnen Sie die charakteristische Funktion der Exponentialverteilung.

(ii) Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz der Exponentialverteilung mit Hilfe der charakteristischen
Funktion.

(iii) Berechnen Sie die charakteristische Funktion der n-fachen FaltungE der Expy-Verteilung und vergleichen
Sie diese Funktion mit der charakteristischen Funktion der I'y ,-Verteilung:

it _,
‘PF,\;T-(t) =(1- X) .

Was fallt IThnen auf?

2Mit der n-fachen Faltung einer Verteilung P~ ist die Verteilung der Zufallsvariable >, Xi gemeint, wobei alle X; u.i. gemaf
PX_verteilt sind.



Aufgabe 14.2: Charakt. Fkt. der Binomial-Verteilung (4 Punkte) L X _JoXe)

(i) Berechnen Sie die charakteristische Funktion der Binomialverteilung By, ,.

Hinweis: Verwenden Sie den binomischen Lehrsatz.

(ii) Wie ist die Summe einer By,,- und einer By,.,-verteilten Zufallsvariable verteilt, wenn die beiden Zufalls-
variablen stochastisch unabhéngig sind?



Aufgabe 14.3: Pi, Ihr Geburtsdatum und der Zufall (R) (9 Punkte) 0000

(i) Generieren Sie einen Vektor aus zehn Millionen zufilligen Ziffern, wobei jede Ziffer 0,..,9 gleich wahr-
scheinlich sein soll.

Hinweis: Verwenden Sie den Befehl sample.

(ii) Wie viele Zwillingspaare treten in dem Vektor auf, d.h. wie oft tritt am Index n die gleiche Ziffer wie am
Index (n — 1) auf? (n = 2,3,...,10000 000)

(iii) Bei welchem Index wird erstmals eine Folge von sechs gleichen Ziffern vollendet? Geben Sie den Index
sowie die Folge der sechs Ziffer aus.

Hinweis: Diese und die beiden folgenden Teilaufgabn kénnen entweder mit einer Schleife oder (auf Strin-
gebene) mit der Funktion regexpr gelost werden. Wenn Sie Zeit und Lust haben, kénnen Sie das Paket
microbenchmark verwenden um herauszufinden, welche Methode die effizienter ist.

(iv) Bei welchem Index wird erstmals die Folge 1,2,3,4,5,6 vollendet?

(v) Bei welchem Index wird erstmals Thr Geburtsdatum in der Form TTMMJJ (also z.B. die Folge 2,3,0,3,9,8
wenn Sie am 23.3.1998 geboren worden sind) vollendet?

(vi) Welche Zahlen erwarten Sie bei (ii) bis (iv)? Hinweis: Machen Sie sich fiir (iii) und (iv) mit der geometri-
schen Verteilung vertraut.

(vii) Mit welchem Index iiberschreitet die Summe der bisherigen Zufallszahlen den Wert 10000007

(viii) Laden Sie die ersten zehn Millionen Nachkommastellen von 7 mit der Funktion scan aus der Textdatei
,»Pi-10-million.txt“ in den Vektor pi.str.

Die Datei finden Sie im Moodle-Kursraum.

(ix) Losen Sie die Aufgabenteile (ii) bis (v) fiir pi.str.

Bemerkung: Beim Lésen von (iii) fiir pi.str werden Sie den Feynman-Punkt finden. Wer Genaueres
wissen will, der lese: https://de.wikipedia.org/wiki/Feynman-Punkt



Aufgabe 14.4: Verschiedene Konvergenzen (6 Punkte) @000

Sind folgende Aussagen wahr oder falsch? Begriinden Sie Ihre Antworten!

(i) Sei Xp:R—={0,1}; X, =1y, fiirallen € N. Es gilt: X;, =1 No;1-fast sicher.

-----

(ii) Sei Xy, : R—{0,1}; X, =1y, fiir alle n € N. Es gilt: X;, =1 in Ws. (mit P= No,1).

(iii) Sei X, :R—{0,1}; X, =Ty, fiir alle n € N. Es gilt: X;, =1 Ugy,9)-fast sicher.



Fach: Deskr. Statistik und Stochastik
AUfgabenblatt 15 Dozent: Wolfgang Bischof
Studiengang:  Data Science

Aufgabe 15.1: Abschéitzen von Wahrscheinlichkeiten (Teil (iii): R) (7 Punkte) 0000

Nehmen Sie an, dass die Verteilung der KorpergroBe der deutschen Manner mit einer Nigopem]:00[cm2)- Verteilung
modelliert werden kann. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das arithmetische Mittel aus den Gréfien
zehn zuféllig ausgewdhlter Manner um weniger als 9 [cm] von 180 [cm] abweicht.

(i) Verwenden Sie die Chebyshev-Ungleichung, um die Wahrscheinlichkeit abzuschétzen.

(ii) Berechnen Sie den genauen Wert obiger Wahrscheinlichkeit. Warum bleibt der berechnete Wert ungefahr
richtig, wenn die Verteilung der Korpergrofie der deutschen Ménner von der Normalverteilung abweicht?

(iii) Nehmen Sie nun an, dass die Verteilung des natiirlichen Logarithmus der Korpergrofie der deutschen
Ménner mit einer N5 19.0.0527- Verteilung modelliert werden kann. Die Kérpergréfie gentigt dann einer Log-
Normalverteilung mit Parametern p = 5.19 und o = 0.0527, i.Z. K ~ LN5 19 0.0527 (vgl. Ubungsaufgabe
13.2), wobei K die Korpergrofle bezeichne. Der Erwartungswert der Korpergrofle ist dann wie oben (ge-
rundet) 180 [cm]8 und die Varianz wie oben (gerundet) 90 [em?]d. Schitzen Sie nun per Simulation die
obige WahrscheinlichkeitH.

SE[LN,..] = ety

WVar[LN, o] = 2477 (7" — 1)

®Die Berechnung der exakten Wahrscheinlichkeit gestaltet sich in diesem Fall sehr schwierig, weil die Faltung von Lognormal-
verteilten Zufallsvariable eine sehr komplizierte Dichte besitzt.



Aufgabe 15.2: Abschétzen von Wahrscheinlichkeiten II (Teil (iv): R) (9 Punkte) 0000

Sie arbeiten in der Qualitdtskontrolle einer Chipfabrik. Ihr Chef fordert, dass die Chips im Schnitt drei Jahre
lang fehlerfrei funktionieren miissen. Sie planen daher, den Chef zu verstdndigen, wenn die durchschnittliche
Ausfallzeit innerhalb einer Stichprobe weniger als 32 Monate betréagt. Sie wollen ihn aber ungern umsonst stéren,
weswegen die Wahrscheinlichkeit ihn zu stéren, obwohl die erwartete Lebensdauer der Chips drei Jahre betréagt,

hochstens 1% sein soll.
(i) Welche Verteilung bietet sich zur Modellierung der Ausfallzeit an?

(ii) Wie grofl muss der Stichprobenumfang sein, wenn Sie die Chebychev-Ungleichung verwenden?

(iii) Wie grofl muss der Stichprobenumfang sein, wenn Sie den Zentralen Grenzwertsatz als Hilfsmittel fiir eine

Néherung verwenden?

(iv) Wie grof muss der Stichprobenumfang sein, wenn Sie mit der wahren Verteilung (welcher?) rechnen?



Aufgabe 15.3: Abschitzen von Wsk.ten III (Teile (ii/iii): R) (5 Punkte) L X _JoXe)

In Baden-Wiirttemberg gab es in den Jahren 1996-1999 231.432 ménnliche und 218.674 weibliche Geburten. Es
stellt sich die Frage, ob dies mit der Vermutung konsistent ist, dass beide Geburtsarten gleich wahrscheinlich
sind (aus Meintrup/Schéffler, Bsp. 7.44, S.208f). Um diese Vermutung zu priifen, berechnen wir die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass man obige Geburtenzahlen oder noch mehr ménnliche Geburten beobachtet, wenn beide
Geburtsarten gleich wahrscheinlich sind.

(i) Schéatzen Sie die gesuchte Wahrscheinlichkeit mit der Chebychev-Ungleichung ab.

(ii) Berechnen Sie die gesuchte Wahrscheinlichkeit unter Verwendung des Zentralen Grenzwertsatzes.

(iii) Berechnen Sie die gesuchte Wahrscheinlichkeit unter Verwendung der wahren Verteilung (welcher?) der
Geschlechter.



Aufgabe 15.4: Simulation des Zentralen Grenzwertsatzes mit R (4 Punkte) | JeoXoXe

Seien (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, )nen eine Folge von u.i. By,g verteilten Zufallsvariablen
auf (Q,F,P). Realisieren Sie mit einem Statistikprogramm jeweils 50000 Werte der Zufallsvariable

k
T3 X;—09
vk 0,3
fur k£ = 10, 30,100, 1000, 10000 und zeichnen Sie die zugehodrigen empirischen Verteilungsfunktionen. Zeichnen
Sie zum Vergleich die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Was fallt Thnen auf?



