
Aufgabe 5.7: Siebformel (keine Punkte) (STO-RechenregelnWskMasse02 | 4)

Beweisen Sie den Ein- und Ausschlusssatz von Sylvester-Poincare (Siebformel):
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Hinweis: Folgern Sie die Aussage aus Satz II.3.2 mithilfe der vollständigen Induktion.
Lösung: Der Beweis erfolgt durch vollständige Induktion über n, wobei der Fall n = 1 trivial ist und der Fall n = 2 gerade
Satz II.3.2 (iii) entspricht.
Der Induktionsschluss von n auf n+ 1 ergibt sich wie folgt: Zunächst liefert Satz II.3.2 (iii):
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Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf
n⋃

i=1

Ai und
n⋃

i=1

(Ai ∩An+1) ergibt:

P
(

n+1⋃
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

(−1)i−1
∑

T∈{n
i }

P

⋂
j∈T

Aj

+ P(An+1)−
n∑

i=1

(−1)i−1
∑

T∈{n
i }

P

⋂
j∈T

Aj ∩An+1



Mit einer Indexverschiebung in der Summe
n∑

i=1

(−1)i−1
∑

T∈{n
i }

P
( ⋂

j∈T

Aj ∩An+1

)
erhalten wir:

P
(

n+1⋃
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P(Ai) + P(An+1) +

n∑
i=2

(−1)i−1

 ∑
T∈{n

i }
P

⋂
j∈T

Aj

+
∑

T∈{ n
i−1}

P

⋂
j∈T

Aj ∩An+1




+(−1)n
∑

T∈{n
n}

P

⋂
j∈T

Aj ∩An+1


Wegen ∑

T∈{n
i }

P

⋂
j∈T

Aj

+
∑

T∈{ n
i−1}

P

⋂
j∈T

Aj ∩An+1

 =
∑

T∈{n+1
i }

P

⋂
j∈T

Aj


für 2 ≤ i ≤ n (Aufspaltung danach, ob n+ 1 in der i-elementigen Teilmenge T von {1, ...,n+ 1} auftritt oder nicht!) folgt
die Behauptung. #
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