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VIII NICHTPARAMETRISCHE TESTS

VIII Nichtparametrische Tests

1 Tests auf Normalverteilung

Es gibt unzéahlige Tests, um zu priifen, ob vorhandenen metrische Daten mit einer Normalvertei-
lungsannahme vertriglich sind. Ohne genauer auf die jeweiligen Priifgrofien einzugehen, sollen hier
drei gingige Tests genannt werden.

e Shapiro-Wilk-Test (shapiro.test)
e Normalscores-Test (ppccTest aus dem Paket ppcc)
o Lilliefors-Test (1illie.test aus dem Paket nortest)

Prinzipiell gilt, dass die Normalverteilungsannahme um so signifikanter abgelehnt werden kann um
so kleiner der p-Wert ist. Ein signifikanter Nachweis einer Normalverteilungsannahme ist prinzipiell
nicht moglich. Ein hoher p-Wert bedeutet lediglich, dass die Daten gut mit einer Normalverteilungs-
annahme vertréglich sind, sie kénnten aber natiirlich z.B. auch von einer t;¢o-Verteilung stammen.
Beispiele hierzu machen wir in der Ubung 1.1; Details zu den Tests finden Sie z.B. iiber die R-
Hilfefunktion.

2 Q-Q-Plots

Ein Quantile-Quantile-Plot, kurz Q-Q-Plot, ist ein exploratives, grafisches Werkzeug, um zu priifen,
ob die Verteilung von Beobachtungswerten mit einer gegebenen Verteilung vertréiglich ist.

Dazu ordnet man die Beobachtungswerte {b;};—1 ., der GroBe nach und vergleicht sie mit dem
Erwartungswert oder Median a; der 7.-gréfiten von n Beobachtungen der theoretischen Verteilung,
in dem man die Paare (a;, b;) in ein Koordinatensystem auftrégt und priift, ob die Punkte ungeféhr
auf der Winkelhalbierenden liegen.

Wenn man priifen mochte, ob die Daten mit einer Normalverteilung vertréaglich sind, ohne die
Parameter der Normalverteilung zu kennen, fithrt man einen Q-Q-Plot gegen die Standardnormal-
verteilung durch, in R mit dem Befehl gqnorm. Wegen der Eigenschaften der Normalverteilung
miissen die Punkte auf einer Geraden (und nicht zwingend auf der Winkelhalbierenden) liegen,
wenn die Daten normalverteilt sind.

Fiithrt man nach dem qgnorm-Befehl den Befehl qqline aus, so wird eine Hilfslinie gezeichnet, die
es erleichtert zu priifen, ob alle Punkte auf einer Geraden liegen (Details dazu findet man in der
Hilfefunktion von qqline.).

Zum Testen auf andere Verteilungen muss man sich die Erwartungswerte oder Mediane der Ord-
nungsstatistiken zunéchst selbst berechnen bzw. simulieren und kann dann mit qgplot einen QQ-
Plot zeichnen lassen.

Bequemer ist das Kommando qgPlot aus dem Paket EnvStats. Hier werden die Schéatzwerte fiir die
mittleren Ordnungsstatistiken fiir eine groffe Menge von Verteilungen vom Kommando berechnet
und man muss nur noch angeben, gegen welche Verteilung man testen méchte.

Beispiel:
Beim Abpacken von Kartoffeln in Zehnkiloséicke kann das Normgewicht nicht genau eingehalten
werden. Beim Wiegen von 20 Kartoffelsicken ergaben sich folgende Werte (in kg):

9.92 10.64 10.59 9.79 10.53 10.14 10.78 10.63 9.73 10.48
10.v6 10.17  9.91 10.58 10.31 9.85 10.27 9.93 10.5 10.34

Priifen Sie, ob die Annahme, dass das Fiillgewicht durch eine Normalverteilung adéquat beschrieben
werden kann, mit den obigen Beobachtungswerten vertraglich ist.
Der QQ-Plot gegen die Normalverteilung sieht so aus:
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gew <- c(9.92, 10.64, 10.59, 9.79, 10.53, 10.14, 10.78, 10.63,
9.73, 10.48, 10.76, 10.17, 9.91, 10.58, 10.31, 9.85,
10.27, 9.93, 10.5, 10.34)

qqnorm(gew)

11
dqiine (geW) Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles
10.2 10.4 10.6 10.8
| | | |
o
9

10.0
|

9.8
|
o

Theoretical Quantiles

Man sieht, dass die Beobachtungswerte am linken und rechten Rand weniger stark streuen als man
dies bei einer Normalverteilung erwarten wiirde. Der QQ-Plot widerspricht deutlich einer Normal-
verteilungsannahme.

Sehen wir uns zum Vergleich den QQ-Plot gegen die U(g 7,105)-Verteilung an:
library(EnvStats)

gew <- c(9.92, 10.64, 10.59, 9.79, 10.53, 10.14, 10.78, 10.63,
9.73, 10.48, 10.76, 10.17, 9.91, 10.58, 10.31, 9.85,
10.27, 9.93, 10.5, 10.34)
qqPlot (gew, distribution="unif",
param.list = 1list(min=9.7,max=10.8), add.line = TRUE )
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Uniform Q—-Q Plot for gew

Quantiles of gew
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Die Punkte weichen nicht stark von einer Geraden ab, der Gleichverteilungshypothese kann also
nicht signifikant widersprochen werden.

3 Riange

Wir betrachten erneut die Zweistichprobenmodelle aus dem letzten Abschnitt, wobei wir nun die
Normalverteilungsannahme fallen lassen. Fiir den Fall von gepaarten Beobachtungen setzen wir
nun nur noch ein metrisches Skalenniveau und eine zum Ursprung symmetrische Verteilung der
Differenzen voraus. Fiir den Fall von unabhéngigen Stichproben reicht sogar ein ordinales Skalen-
niveau, d.h. die Werte miissen nur noch angeordnet werden kénnen.

Da wir die Verteilung der Differenzen und Werte nun nicht mehr kennen, verwenden wir fiir die
PriifgroBlen statt den Werten selbst deren Réange. Wie in Data Analytics 1 werden bei Bindun-
gen/Ties die arithmetischen Mittel der entsprechenden Rénge verwendet.

4 Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test fiir gepaarte Beobachtungen

Voraussetzungen:
X1,y ey Xin, Xo1, ..oy Xop, reellwertige Zufallsvariablen mit Dy = X1 — Xoy, ..., D, = Xy, — Xo,
u.i. symmetrisch zum Median der Stichprobendifferenzen verteilt.

Testproblem:

med(D) = 0 vs. med(D) # 0 (bzw. med(D) > 0 oder med(D) < 0

Zur Entscheidung des Testproblem verwenden wir den ,, Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test“. Zur Be-
rechnung der Priifgrofie ordnen wir die Absolut-Betriage |D4|,...,|D,| der Differenzen der Grofle
nach und bestimmen die Rénge, in dem wir sie nach der absoluten Differenz sortieren beginnend
mit der kleinsten. Jeder positiven Differenz geben wir ihren positiven Rang und jeder negativen
Differenz das Negative des Rangs. Die zugeordnete Zahl nennen wir den ,signierten Rang R;“ der
Differenz D;. Ist eine Differenz 0, so erhélt diese Differenz keinen signierten Rang.
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VIII NICHTPARAMETRISCHE TESTS

Als Priifgrofie verwenden wir die Summe V' aller positiven signierten Rénge. Den p-Wert des Test-
problems erhalten wir in R mit dem Befehl wilcox.test.

Bemerkung: Wenn die Annahme der Symmetrie der Differenzen nicht gerechtfertigt ist, kann der
sogenannte ,, Vorzeichentest“ durchgefiihrt werden. Er beriicksichtigt nicht die Rénge, sondern zéhlt
lediglich, wie oft eine positive Differenz auftrat. Man beriicksichtigt dabei nur von 0 verschiedene
Differenzen. Wenn es m solche Differenzen gibt, ist die Priifgrofle, also die Anzahl der positiven
Differenzen B, os5-verteilt, da jede Differenz zu 50% positiv ist.

Zur Illustration des Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Tests betrachten wir folgendes Beispiel.

Beispiel:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Punkte nach Rep. 41 48 37 46 44 55 50 42 38 35
Punkte vor Rep. 34 42 36 36 39 48 38 44 32 35
Differenz (nach-vor) 7 6 1 10 5 712 -2 6 0
signierter Rang +6.5 +45 +1 +8 +3 +6.5 +9 -2 +45

Damit ergibt sich als Priifgrofe v =1+3+2-454+2-6.5+8+ 9 =43.
(a) Sind die Daten mit einer Normalverteilungsannahme fiir die Differenzen vertréglich?

(b) Nehmen Sie nun unabhéngig von (i) an, dass die Differenzen nicht normalverteilt sind. Kann
dennoch ein signifikanter (o« = 5%) positiver Effekt des Repetitoriums nachgewiesen werden?

(c) Nehmen Sie nun an, dass keine symmetrische Verteilung der Differenzen um den Median
herum vorliegt. Kann dann immer noch ein signifikanter (o« = 5%) positiver Effekt des Repe-
titoriums nachgewiesen werden?

Losung:

shapiro.test(Differenz)

##

## Shapiro-Wilk normality test
##

## data: Differenz

## W = 0.95, p-value = 0.7

wilcox.test( Punkte_nach_Rep, Punkte_vor_Rep, alternative = '"greater",
paired = TRUE )

#it

## Wilcoxon signed rank test with continuity correction

#it

## data: Punkte_nach_Rep and Punkte_vor_Rep

## V = 43, p-value = 0.009

## alternative hypothesis: true location shift is greater than O

pbinom(7,9,0.5,1lower.tail = FALSE)

Data Analytics 2 fiir WiPsy, Einfiihrung Stochastik 5



VIII NICHTPARAMETRISCHE TESTS

## [1] 0.01953

5 Wilcoxon-Mann-Whitney-Zweistichproben-Rangsummentest fiir un-
abhingige Stichproben

Voraussetzungen:

Gegeben seien n stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen: X7, ..., X,,, wovon die ersten k: X1, ..., X}
id. vtlt. gem. P sind, und die letzten I: Xy, 1, ..., Xp1—p id. vtlt. gem. Q mit zugehorigen Réngen
Ry, ..., R,.

Es soll nun getestet werden, ob die beiden Verteilungen P und Q verschieden sind bzw., ob P
typischerweise kleinere oder grofiere Auspragungen liefert als Q. Es sind also folgenden Testprobleme
interessant:

e Hy: P=Q gg. H : P#@Q (falls Nachweis P # () gewiinscht)
e Hy: P=Q gg. H : P<Q (falls Nachweis P < @ gewiinscht)
e Hy: P=Q gg. H: P> (@ (falls Nachweis P > ) gewiinscht)

Im Folgenden suchen wir eine geeignete Priifgrofie fiir den Fall, dass iiber P, keine weiteren
Kenntnisse vorliegen.

Definition:

Die ZV Wp = Ry + ... + Ry und Wy = Ry41 + ... + Rgqy werden als ,,Gruppenrangsummen*
bezeichnet.

Wp ist also die Summe der Plédtze der Beobachtungen mit Verteilung P;

Wy ist also die Summe der Platze der Beobachtungen mit Verteilung Q).

Bemerkungen:
(a) Es gilt:

WP+WQ=;Ri=;z:%

= Es geniigt W := Wp zu betrachten.

(b) Im bindungsfreien Fall kann anstatt von W alternativ auch die sog. U-Statistik [U fiir ,, Uni-
form“] verwendet werden, die fiir jede Beobachtung aus der ersten Gruppe zéhlt, wie viele
Beobachtungen aus der zweiten Gruppe einen Platz mit kleinerem Rang haben und dann
iiber all diese Anzahlen summiert.

k k4l
Bs gilt: W =U + "0 mit Up := 3> 3 Dyxisx,).
i=1 j=k+1

(¢) Im allgemeinen Fall verwenden wir den Zusammenhang aus dem bindungsfreien Fall, um U
zu definieren:
k(k+1)

U:=W — 5
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Definition:
Ein Test Hy: P = Q gg. H; : P < @ mit Teststatistik U bzw. W und Ablehnungsbereich

{U<C}={W<c+k(kT+1>}

heifit Mann-Whitney-U-Test oder Wilcoxon-Zweist.-Rangsummentest.
Analog fiir die anderen oben genannten Testprobleme.

Der Test wird in R mit dem Befehl wilcox.test durchgefiihrt.

Bemerkung: Als Effektstirke wird U/(k-1) verwendet, das ist beim Testproblem P = @Q vs. P > @
der Anteil aller ,in Richtung Alternative giinstigen“ paarweisen Vergleiche, das sind beim Test aus
der obigen Definition die Vergleiche, bei denen die Beobachtung aus der zweiten Gruppe kleiner ist.
Diese Effektstirke wird auch als common language-Effektstérke (CL) bezeichnet, weil sie so einfach
interpretierbar ist. Cohens Klassifikation der Effektstdarken lédsst sich auch auf die - von ihm selbst
nicht behandelte - common language-Effektstiarke {ibertragen. Man erhélt folgende Interpretation:

CL=0.55 geringer/kleiner Effekt
CL=0.64 mittlerer Effekt
CL=0.71 starker/groer Effekt

Beispiel: sieche Ubungsaufgabe 1.2. ABC

6 Kruskall-Wallis-Test
(vgl. Lehn/Wegmann, 5. Aufl., S. 178ff)

Beim Zweistichproben-Test von Wilcoxon-Mann-Whitney werden Messreihen von zwei Gruppen
untersucht und gepriift, ob ihre Entstehung durch das gleiche Zufallsgesetz beschrieben werden
kann. In den Anwendungen muss man jedoch hiaufig mehr als zwei Gruppen iiberpriifen. Wie in den
Abschnitten zuvor nehmen wir an, dass fiir die Messreihen mindestens ein ordinales Skalenniveau
vorliegt.

Es soll entschieden werden, ob aus den Daten auf Unterschiede zwischen den Gruppen geschlossen
werden kann. Wir stellen uns vor, dass die Messreihe

L1y w5 Tlng; X215+ -+ Tongy - -+ 5 TELy - -+ 5 Thny
durch Realisierungen von unabhéngigen Zufallsvariablen
Xty ooy Xing s Xoty ooy Xopgs oo ;Xklw"annk

entstanden sind, wobei die Zufallsvariablen Xjq,...,X;,, jeweils dieselbe Verteilungsfunktion F;
besitzen (i =1, ..., k).

Als zu testende Nullhypothese wihlen wir
H()IFl:FQ:"':Fk.
Trifft Hy zu, so sind die n = ny + - - - + n;, Zufallsvariablen

X11,~-7X1n1;X21,~--aX2n2§~-;Xk:17---,ank

Data Analytics 2 fiir WiPsy, Einfiihrung Stochastik 7
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unabhéngig und identisch verteilt. Wir ordnen die Gesamtheit der Beobachtungsergebnisse der
Grofle nach und nummerieren sie beim kleinsten beginnend durch. Jedem Ergebnis ordnen wir seine
Nummer als Rang zu. Bei gleichen Ergebnissen wéhlen wir den mittleren Rang. Dadurch werden
den n; Ergebnissen der i-ten Messreihe n; Rénge 1, ..., 1, zugeordnet. Falls die Nullhypothese
zutrifft, kann man erwarten, dass die Mittelwerte

1
ri=— (Tz’l"_"'rini)

der jeweiligen Gruppenrénge sich nicht sehr voneinander unterscheiden und deshalb alle in der N&he
des Gesamtmittels

1
r = ﬁ(rll—l—'+T1n1+‘+rk1+..+rknl)

1 1
= —(1+2+--~+n):n;L

S

aller Réange liegen werden. Darum kann man davon ausgehen, dass die Quadrate

. n+1 2 _ n+1 2
r — 9 gy | T — B

klein sein werden. 1st die Nullhypothese verletzt, so ist damit zu rechnen, dass fiir einige der Grup-
pen der Mittelwert der Rédnge deutlich unterhalb, fiir andere deutlich oberhalb des Gesamtmittels
liegen wird und deswegen einige der Quadrate grofler ausfallen werden. Wir werden deshalb die
Nullhypothese verwerfen, wenn die Priifgrofie

k 2
. n—+1
T($11,---7$1n1;$21,---7$2n2;~-;$k17---,$knk) :CE n;\\ i — 9
i=1

eine kritische Schranke s iibersteigt. Dabei héngt der Skalierungsfaktor ¢ von der Anzahl der Bin-
dungen ab. Ist ¢ geeignet gewahlt (fiir Details siehe Lehn/Wegmann S. 179f), ist die Priifgrofie
unter Hy niherungsweise y?-verteilt mit k& — 1 Freiheitsgraden.
Als kritische Schranke wéhlt man die kleinste reelle Zahl s mit

P Hy (T > S) < a.
Das Testverfahren mit der Entscheidungsregel

H, ist abzulehnen, falls T(x11, ..., T1ny %21, o+ Tony) - -5 Thls -« - s Thny) > S

besitzt dann das Niveau a. Es heifit der ,, Kruskal-Wallis-Test“.

Bemerkung: In Anlehnung an verschiedene x?-Tests (siehe néichste Abschnitte) verwenden Biihner/Ziegler
k
/T'/n als Effektstérke, wobei n := > n; die Gesamtzahl der Versuchspersonen sind, und bezeich-
i=1
nen diese als Cohens w.

Beispiel: Um den Erfolg verschiedener Lehrmethoden fiir die Vorlesung , Wirtschaftsmathema-
tik“ zu tiberpriifen, werden drei Gruppen mit ca. 30 Studierenden gebildet, die jeweils mit einer
anderen Lehrmethode unterrichtet werden. Fiir jede:n Studierende:n wird festgehalten, wie viele
Punkte in der Mathe-Klausur erzielt wurden. Danach wird der Rang unter allen Studierenden aller
Gruppen ermittelt. Die Ergebnisse sind auszugsweise in folgender Tabelle zusammengestellt:

Data Analytics 2 fiir WiPsy, Einfiihrung Stochastik 8
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klassisch Peer instruction JITT
Punkte Rang Punkte  Rang Punkte Rang
2 2 85 75 49 43
52 45 75 50 85 75
32 20 13 15 30 19
n1:28 n2:33 TL3:31
™ = 29.6 5 = 61.3 73 = 46.0

Damit ergibt sich (n = ny + ng 4+ n3 = 92):

2
T=c- (28-(296—%) +33-(61.3—%) —|—31-(460—%) )

Da die PriifgroBe unter der Nullhypothese x2-verteilt ist mit 3 — 1 = 2 Freiheitsgraden, ergibt sich
bei einem Signifikanzniveau « von 5% eine kritische Schranke von s = qchisq(0.95,2) = 5.99.
Auf die genaue Berechnung der Priifgréfie soll hier verzichtet werden, da wir zur Berechnung des
Skalierungsfaktors ¢ die Anzahl der Bindungen wissen miissten und die Daten nur auszugsweise
angegeben sind.

In R wird der Kruskall-Wallis-Test mit den Befehl kruskal.test durchgefiihrt.

Zwei Anwendungen finden Sie in Ubungsaufgabe 1.3.

7 Chi-Quadrat-Tests

In diesem Abschnitt wird eine ganze Reihe von Chi-Quadrat-Tests vorgestellt: Der Chi-Quadrat-
Test zum Priifen der Klassen-Wahrscheinlichkeiten in einer Multinomialverteilung, die Chi-Quadrat-
Anpassungstests zum Priifen einer Verteilungsannahme mit bekannten und unbekannten Parame-
tern sowie der Chi-Quadrat-Unabhéngigkeits- und Homogenitétstest.

All diesen Tests ist gemeinsam, dass eine k x [-Feldertafel vorliegt, die in jeder Zelle eine beobachtete
Anzahl b;; i =1...,k;,5 =1,...,[ enthélt.

Auﬁerdem wird je Zelle eine unter der Nullhypothese erwartete Anzahl e;; ermittelt. Als Priifgréfie
T ermittelt man je Zelle die standardisierte quadratische Abweichung M und summiert {iber
alle diese Werte auf.

In allen Féllen ist die Priifgroffe unter der Nullhypothese asymptotisch Chi-Quadrat-verteilt, wobei
sich die Anzahl der Freiheitsgrade aus dem speziellen Testproblem ergeben.

Eine Daumenregel besagt, dass man die Ndherung nur dann verwenden soll, wenn jede Zelle min-
destens eine erwartet Haufigkeit von fiinf (siche Lehn/Wegmann) aufweist. Im Zweifel sollte man
mit der exakten (und nur mit viel Aufwand zu ermittelnden) Verteilung oder mit einem simu-
lierten p-Wert arbeiten. Letzteres ist iiber eine Option mit dem chisq.test-Kommando, das fiir
nahezu alle oben genannten Tests (Ausnahme: Anpassungstest an eine Verteilung mit unbekannten

Parametern) verwendet werden kann.

8 Effekt- und Teststarke

Cohen schldgt in seinem Buch , Statistical Power Analysis for the Behavioral Sciences® in Kapitel
7 auf den Seiten 215 bis 227 folgende Effektstéirke w vor:

k

w — ZZ Pow Pu;

i=1 j=1 Doij

Data Analytics 2 fiir WiPsy, Einfiihrung Stochastik 9
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Dabei ist py,;; die unter der Nullhypothese erwartete relative Haufigkeit fiir die Zelle (7,7) und
p1.; die unter einer Alternative erwartete relative Haufigkeit fiir die Zelle (¢,7). Mit absoluten
Haufigkeiten ausgedriickt lautet die Formel:

wobei N die Anzahl der Beobachtungen ist.

Cohen schreibt, dass ein Wert von w von 0,1 einem schwachen Effekt, ein Wert von 0,3 einem
mittleren Effekt und ein Wert von 0,5 einem starken Effekt entspricht. Er empfiehlt allerdings, dass
man diese Werte nur als grobe Richtschnur verwenden sollte und im Einzelfall sich besser selbst
die Effektstiarke w zu einer Abweichung, die man einschéitzen kann, berechnen sollte.

Zur Berechnung der Effektstédrke w stehen im bereits erwédhnten Paket pwr fiir die Chi-Quadrat-
Anpassungstests die Funktion ES.wl und fiir den Chi-Quadrat-Unabhéngigkeits- und Homoge-
nitédtstest die Funktion ES.w2 zur Verfiigung.

Die Teststidrke kann man mit der Funktion pwr.chisq.test aus dem gleichen Paket berechnet
werden. Mit dieser Funktion kann auch die benotigten Stichprobengrofie bei gewiinschter Teststérke
berechnet werden (und vieles mehr).

9 Multinomialverteilung

Sei X RF-we ZV mit

1 0
0 :

Pl|X= . :pla"'aP X = 0 = Dk
0 1

mit p; > 0und > p; = 1.

Definition:
P1
Eine solche Wahrscheinlichkeitsverteilung heifit , Multinomial-Vtlg.“ mit Param.-vektor p = :
Pk
1.Z. My,
Beispiele:

- Gliicksrad mit £ Segmenten

- Wiirfeln (k = 6)

- Verteilung der Stimmanteile aller Parteien
- fiir k=2 erhélt man die Binomialverteilung

- Roulette

Data Analytics 2 fiir WiPsy, Einfiihrung Stochastik 10
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10 x?-Anpassungstest zum Priifen der Klassenwahrscheinlichkeiten

s.z.B.: Georgii, S. 298 ff
Wie testet man die Korrektheit eines Wiirfels?
Wie testet man die Zufélligkeit von Zufallszahlen?

Wie testet man, ob Umfrageergebnisse signifikant vom Ergebnis der letzten Bundestagswahl ab-
weichen?

Seien X, ..., X, wiv. gem. M, verteilt mit p wie im letzten Abschnitt, d.h. £ moglichen Ergeb-
nissen.

Testproblem:
P =1Po 88 P # Po

Test:
(x*-Anpassungstest zum Priifen der Klassenwahrscheinlichkeiten einer Multinomialvtlg.)

beob. Haufigk. fiir 4

n erw. Haufigk. firi\ 2
~ =~
Tji  — np;
1 .. Jj=1 >
TL ey Tp) = 0 fiir E — < ¢
11 i<k Pi =~
T19 R erw. Haufig. fiir i B
= ~\~
: =T(x)
L1k

Wie ist die Priifgrofie verteilt?

exakt: schwierig

asymptotisch y?_,-vtlt. (siehe Georgii); man kann sich den einen verlorenen Freiheitsgrad dadurch
intuitiv erklédren, als sich die beobachtete Anzahl in der letzten Klasse k aus den anderen Anzahlen
deterministisch ergibt.

= ¢ = (1 — a)-Quantil von x7_;.

Bemerkungen:

(i) iiblicher Tipp: x*-Approx. zufriedenstellend, falls np; > 5Vi=1,...,k
(ii) mein Tipp: bei Zweifeln: Simulation zur Ermittlung des p-Werts durchfiihren

Beispiel:
Nach Georgii, Bsp. 11.14, S.303:
Umfrage unter 783 Miinchnern:

‘ CSU SPD Griine Sonstige
Umfrage | 38.0 38.7 11.7 11.6
Wahl 379 374 9.6 15.1

Weichen die Umfrageergebnisse signifikant von dem Wahlergebnis ab?

_ (0.38-783—0.379-783)2 (0.116-783—0.151-783)2
T(x) = 0.379-783 .t 0.151-783

Mit R erhilt man:
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chisq.test( c(0.38, 0.387, 0.117, 0.116)*783,
p=c(0.379, 0.374, 0.096, 0.151) )

Hit

## Chi-squared test for given probabilities
#i#t

## data: <¢(0.38, 0.387, 0.117, 0.116) * 783
## X-squared = 10.305, df = 3, p-value = 0.016

d.h. T(z) ~ 10.3.

Das das 98%-Quantil der x3-Verteilung qchisq(0.98, 3) =~ 9.84

und das 99%-Quantil der y2-Verteilung qchisq(0.99, 3) & 11.34 lautet, kann die Nullhypothese
auf einem Signifikanzniveau von 2% abgelehnt werden, nicht aber auf einem Signifikanzniveau von
1%. Zum selben Ergebnis kommt man, wenn man den p-Wert von 1.6% beachtet.

Eine signifikante Abweichung vom Wahlergebnis kann also nur auf einem Niveau von 2% nachge-
wiesen werden.

Wenn man der Asymptotik misstraut (obwohl alle erwarteten Zellhdufigkeiten mindestens fiinf
sind), kann man den p-Wert auch simulieren:

chisq.test( c(0.38, 0.387, 0.117, 0.116)*783,
p=c(0.379, 0.374, 0.096, 0.151), simulate.p.value = TRUE, B=100000 )

##

## Chi-squared test for given probabilities with simulated p-value (based
## on 100000 replicates)

##

## data: ¢(0.38, 0.387, 0.117, 0.116) * 783

## X-squared = 10.305, df = NA, p-value = 0.016

Dies fiihrt zum gleichen p-Wert, was bedeutet, dass die Chi-Quadrat-Approximation sehr gut war. ABC
Die Effektstiarke dieses Testproblems betrigt: 4

library (pwr)

(w= ES.w1( P0=c(0.379, 0.374, 0.096, 0.151), P1=c(0.38, 0.387, 0.117, 0.116) ))
## [1] 0.1147

Bei dieser Effektstirke und einem Signifikanzniveau von 5%, betrigt die Teststérke:

pwr.chisq.test( w, N=783, df=3, sig.level = 0.05 )

it

Ht Chi squared power calculation
H

#i#t w = 0.1147

#i#t N = 783
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## df = 3

#it sig.level = 0.05
#it power = 0.7748
##

## NOTE: N is the number of observations

Es liegt also ein nur schwacher Effekt und eine zufriedenstellende Teststérke vor.

11 x?-Anpassungstest zum Priifen einer Verteilungsannahme mit be-
kannten Parametern

Der Anpassungstest aus dem letzten Abschnitt kann auch zum Priifen einer Verteilungsannahme
fiir beliebige Verteilungen auf den reellen Zahlen verwendet werden. Die Verteilung muss dabei mit
allen Parametern bekannt sein. Zum Testen auf eine Verteilungsfamilie, wie z.B. die Poisson- oder
die Normalverteilung mit unbekannten Parametern, siehe néchster Abschnitt.

Dazu teilt man die reellen Zahlen so in Intervalle ein, dass jedes Intervall unter der Verteilung etwa
die gleiche Wahrscheinlichkeit hat.

Dann berechnet man je Intervall die Wahrscheinlichkeit unter der Verteilung gegen die getestet
werden soll. Nun zahlt man fiir jedes Intervall, wie viele Beobachtungen in ihm liegen und fiihrt
den y2-Anpassungstest zum Priifen der Klassenwahrscheinlichkeiten aus dem letzten Abschnitt
durch.

Der Test funktioniert fiir jede beliebige Verteilung, hat aber eine deutlich geringere Teststéarke als
spezielle Verteilungstests wie z.B. der Lilliefors-Test oder der Shapiro-Wilk-Test, weil die Verteilung
nur fiir einige Intervalle mit den Beobachtungen verglichen wird.

Beispiel:
Bei der Notengebung wird Lehrern manchmal vorgeworfen, sie neigten dazu, Extremurteile zu
vermeiden. In einem Kurs erzielten 17 Schiiler folgende Durchschnittsnoten:

1.58 284 352 416 536 2.01 3.03 3.56
419 235 3.16 3.75 4.60 264 340 3.99 4.75

Nehmen Sie der Einfachheit halber an, dass sich diese Durchschnittsnoten aus so vielen Einzelnoten
ergeben haben, dass sie als kontinuierlich verteilt angesehen werden kénnen. Priifen Sie zum Niveau
a = 0.1 mit dem Y% Anpassungstest die Nullhypothese, dass obige Daten Njj-verteilt sind.
Unterteilen Sie hierzu die relativen Haufigkeiten in die sechs Gruppen

(—o0,1.5] (1.5,2.5] (2.5,3.5] (3.5,4.5] (4.5,5.5] (5.5,00)
Berechnen Sie abschlieflend noch die Effektstarke w.

Losung:

haeuf .noten.kat <- ¢(0,3,5,6,3,0)

noten.dat <- c(1.58,2.84,3.52,4.16,5.36,2.01,3.03,3.56,4.19,
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2.35,3.26,3.75,4.6,2.64,3.4,3.99,4.75)
noten.kat <- cut(noten.dat,0:6+0.5)
haeuf .noten.kat.R <- table(noten.kat)
# Kommt dasselbe raus ?
all (haeuf.noten.kat == haeuf.noten.kat.R)

## [1] TRUE
# yep!
#

# Gem. N-Vtlg erwartete rel. Notenhdufigkeiten
haeuf.rel.noten.kat.nvtlg <-

c( pnorm(1.5,3.5,1), pnorm(2.5,3.5,1)-pnorm(1.5,3.5,1),
pnorm(3.5,3.5,1)-pnorm(2.5,3.5,1),
pnorm(4.5,3.5,1)-pnorm(3.5,3.5,1),
pnorm(5.5,3.5,1)-pnorm(4.5,3.5,1), 1-pnorm(5.5,3.5,1) )

##

## Chi-Qu.Anp. test

##

chisq.test( haeuf.noten.kat, p=haeuf.rel.noten.kat.nvtlg )

## Warning in chisq.test(haeuf.noten.kat, p = haeuf.rel.noten.kat.nvtlg): Chi-squared
approximation may be incorrect

##

## Chi-squared test for given probabilities
##

## data: haeuf.noten.kat

## X-squared = 1.303, df = 5, p-value = 0.9346

# Bemerkungen:

# (1) in haeuf.noten.kat muessen absolute Zahlen eingetragen
# werden

# (2) in haeuf.rel.noten.kat.nvtlg dirften auch absolute Zahlen
# stehen; man misste dann allerdings die Uption

# rescale.p auf TRUE setzen

# (3) chisq.test( haeuf.noten.kat, haeuf.rel.noten.kat.nvtlg )
# fihrt einen Chi-Quadrat-Unabh.test durch. Daber werden
# die beiden Argumente als Ausprdgungen von zwel

# Merkmalen angesehen (jeder Vektoreintrag enstricht dabes
# einem Datensatz). Diese einzelnen Datensdtze werden von
# der Funktion zundchst zu einer Kontingenztabelle

# aggregiert.

# Fiur diese Tabelle wird dann der Chi—-Quadrat-Unabh.test

# durchgefihrt (siehe ?chisq.test). Zu unseren Daten (die
# ja schon aggregiert sind) passt das mat. gar nicht.

##t

## p-Wert mit Simulation

##

chisq.test( haeuf.noten.kat, p=haeuf.rel.noten.kat.nvtlg,
simulate.p.value=TRUE, B=10000 )

Data Analytics 2 fiir WiPsy, Einfiihrung Stochastik 14



VIII NICHTPARAMETRISCHE TESTS

##

## Chi-squared test for given probabilities with simulated p-value
## (based on 10000 replicates)

##

## data: haeuf.noten.kat

## X-squared = 1.303, df = NA, p-value = 0.9728

##

## Achtung: In the goodness-of-fit case simulation is done by

## random sampling from the discrete distribution specified

## by p, each sample being of size n = sum(z).

## This stmulation is dome im R and may be slow.

## Also B nicht zu groff waehlen, sonst dauert die

## Befehlsausfuehrung sehr lang.

#

# Fur gute Laptops:

chisq.test( haeuf.noten.kat, p=haeuf.rel.noten.kat.nvtlg,
simulate.p.value=TRUE, B=100000 )

##

## Chi-squared test for given probabilities with simulated p-value
## (based on 1e+05 replicates)

##

## data: haeuf.noten.kat

## X-squared = 1.303, df = NA, p-value = 0.9728

Auf einem Niveau von 10% kann der Test auf Normalverteilung nicht abgelehnt werden, da der p-
Wert ca. 97% betriagt. Die Notenverteilung ist also vertréglich mit der Normalverteilungsannahme.
Fiir die Effektstéirke ergibt sich w = /X — squared/17 = 0.28, was nach Cohen einem mittleren
Effekt entspricht. Man brauchte aber die Daten von 168 Schiiler, um einen solchen Effekt auf einem
Signifikanzniveau von 5% bei einer Teststéirke von 80% nachweisen zu konnen, wie folgende Analyse
zeigt:

#
library (pwr)
(w= ES.wl1( PO=haeuf.rel.noten.kat.nvtlg, Pl=haeuf.noten.kat/17 ))

## [1] 0.2768

pwr.chisq.test( w, df=5, sig.level = 0.05, power=0.8 )

##

#i#t Chi squared power calculation
##

## w = 0.2768

## N = 167.4

## df =5

#H# sig.level = 0.05

#it power = 0.8

##

## NOTE: N is the number of observations

#
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12 y?-Anpassungstest zum Priifen einer Verteilungsannahme mit un-
bekannten Parametern

Wir kénnen auch Anpassungstests fiir eine Nullhypothese durchfiihren, bei der die Wahrscheinlich-
keiten {p;,i = 1,..., k} nicht vollstindig festgelegt sind. Wenn wir beispielsweise wissen wollen, ob

die Anzahl der Menschen, die an einem Tag zu einer Beratungsstelle kommen, Poisson verteilt sind,
ohne die Ankunftsrate A zu kennen, oder wenn wir priifen wollen, ob unserer Daten normalverteilt
sind, ohne p and o zu kennen.

Satz

Nehmen wir an, dass es m solcher unspezifizierten Parameter gibt und dass sie aus der Haufigkeitstabelle
(nicht aus den Rohdaten!) mit der Maximum-Likelihood-Methode zu schétzen sind. Dann gilt fiir
grofle n ndherungsweise:

T~ Xiflfm
Mit anderen Worten, fiir jeden Parameter, der geschitzt werden muss, muss ein Freiheitsgrad

abgezogen werden.
Der Test lautet also

Lehne Hy ab, wenn T > F 3!

Xk—1—m

(1 - CY),

und der p-Wert betrégt bei einer Priifgrofie von T' = t:

p-Wert ~ 1 — in

(t)

Bemerkung: Die Schétzung der Parameter aus der Haufigkeitstabelle mit der Maximum-Likelihood-
Methode ist meist nur iterativ moglich und liegt auflerhalb unserer Vorlesung. In Aufgaben werde
ich diese Schétzwerte stets angeben.

Beispiel:

Bei einem IQ-Test unter einer Stichprobe von 120 Studierenden traten folgende Haufigkeiten auf:

—1-m

Intervall | Anzahl
(-00,70] 3
(70,85] 18
(85,100] 30
(100,115] 35
(115,130] 32
(130, o) 2

Priifen Sie die Nullhypothese, dass die IQ-Verteilung unter den Studierenden normalverteilt ist,
wenn die Maximum-Likelihood-Schétzer 102.625 fiir p und 17.12 fiir ¢ betragen.

Losung: Zunichst miissen wir die Wahrscheinlichkeiten fiir die sechs Intervalle unter der Annah-
me der Nullhypothese, also einer Normalverteilung der Daten mit p = 102.625 und ¢ = 17.12
berechnen:

Intervall | Wahrscheinlichkeit
(-00,70] 0.028 =pnorm(70,102.625,17.12)
(70,85] 0.123
(85,100] 0.288
(100,115] 0.326
(115,130] 0.180
(130, oo | 0.055
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Die Priifgrofle kann mit dem chisq.test-Befehl berechnet werden:

chisq.test( ¢(3,18,30,35,32,2), p=c(0.028, 0.123, 0.288, 0.326, 0.180, 0.055) )

#it

## Chi-squared test for given probabilities
#i#

## data: (3, 18, 30, 35, 32, 2)

## X-squared = 10.0, df = 5, p-value = 0.075

Damit ergibt sich fiir den p-Wert 1—F,> ~ (10) = 1—F,2(10) =1-pchisq(10,3)=1.9%. Die Null-

-2
hypothese kann auf einem Niveau von 2%, nicht aber auf einem Nivau von 1% abgelehnt werden.

Achtung: Man darf weder den p-Wert aus dem Ergebnis des chisq.test-Kommandos, noch die
simulate.p.value-Option verwenden, da R nicht weif}, dass wir zuvor zwei Parameter geschétzt

haben.

13 x2-Test auf stochastische Unabhingigkeit

Es soll nun der exakte Test von Fisher zum Priifen der Unabhéngigkeit in einer Vierfeldertafel (sie-
he Abschnitt ??7) erweitert werden auf den Fall von Merkmalen mit mehr als zwei Ausprigungen.
Da die Berechnung des p-Werts des exakten Tests von Fisher fiir groflere Tafeln sehr aufwendig und
irgendwann kaum mehr moglich ist, leiten wir zudem einen approximativen Test her, den y2-Test
auf stochastische Unabhéngigkeit.

Gegeben sei eine a x b-Feldertafel, also k = ab viele Klassen, mit den entsprechenden Wahrschein-
lichkeiten m;; fir¢ = 1,...,aund j = 1, ..., b. Die linke Tabelle zeigt die Beobachtungshaufigkeiten,
die rechte die Modellwahrscheinlichkeiten.

By ... By | X B ... By | X
Ay | nip oo nap | Nie Ay | T oo T | Tie
Aa Ng1 -+« Nap | Nae Aa Tl  +-- Tab | Tae
X Net ... Nep| N Ay | Te1 .. Tep | 1
b
Dabei ist n;e := n;; die i-te Zeilensumme der Beobachtungshdufigkeiten, also die Summe der

j=1
Beobachtungshéufigkeiten von Ausprigung A; des ersten Merkmals, und ne; = > n;; die j-te
i=1

Spaltensumme der Beobachtungshéufigkeiten, also die Summe der Beobachtungshéilaﬁgkeiten von
Auspragung B; des zweiten Merkmals. Entsprechend ist ;e := i m;; die i-te Zeilensumme der
Klassenwahrscheinlichkeiten, also die Summe der Klassenwahrschéi:nllichkeiten von Auspriagung A;
des ersten Merkmals, und m,; := Za: m;; die j-te Spaltensumme der Klassenwahrscheinlichkeiten, al-
so die Summe der Klassenwahrscilzelinlichkeiten von Ausprégung B; des zweiten Merkmals. Folglich
lautet das Testproblem:
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Nullhypothese: Die Merkmale A und B sind stochastisch unabhéngig, d.h. m;; = m;e - m,; fiir alle
t=1,...,aund j=1,...,b.

Alternative: Die Merkmale A und B sind stochastisch abhéngig, d.h. m;; # m;e - 7, fiir mindestens
ein Paar (i,7) € {1,...,a} x {1,...,b}.

Um Tests fiir dieses Testproblem entwickeln zu kénnen, nimmt man - wie schon beim exakten Test
von Fisher fiir die Vierfeldertafel - an, dass die Randhéufigkeiten fest sind. Als Modell wéhlt man
daher eine Multinomialverteilung M, (r, .y mit a - b verschiedenen Ausprégungen und festen Summe
der Klassenwahrscheinlichkeiten m;4 = n;0/n und m,; = ne;/n. Unter der Nullhypothese gilt dann
fir die Erfolgswahrscheinlichkeit von Zelle 7, j: m;; = m;#

Beim exakten Test von Fisher berechnet man fiir jede Tabelle, die aufgrund der Randh&ufigkeiten
moglich ist, die Wahrscheinlichkeit ihres Auftretens unter der Nullhypothese. AnschlieBend sum-
miert man iiber alle Wahrscheinlichkeiten auf, die kleiner oder gleich der Wahrscheinlichkeit der
beobachteten Tabelle sind, und erhélt als Summe den p-Wert. Da dies bei grolen Tafeln oder bei
groffen Anzahlen sehr viele Tabellen sein kénnen, ist enorm viel Rechenarbeit notwendig. Daher
kommt auch heute noch ein approximatives Verfahren um Einsatz:

Waéhlt man nédmlich die gleiche Teststatistik wie beim Testen der Erfolgswahrscheinlichkeit im
Multinomialmodell ohne feste Randh&ufigkeiten, also

b b

T((niy) = >3 % oyl ;.72:;'2/”) |

i=1 j=1 i=1 j=1

so kann man zeigen, dass T als Funktion von (a—1)(b—1) unabhéngigen Zellhaufigkeiten geschrieben
werden kann.! Es verwundert daher nicht, dass man zeigen kann, dass 7' asymptotisch X%a—l)(b—l)
verteilt ist.?

Der y2Test auf stochastische Unabhiingigkeit lautet also:

1 .. >
O(N11y ey Ngp) = { 0 fir T'((ni;)) { < (1 — @)-Qu. der X%a_l)(b_l)—\/tlg.

Beispiel Die (fiktiven) Ergebnisse einer Untersuchung von Bandscheibenvorfillen bei Krankenpfle-
gern, Lehrern und Maurern sind in folgender Tabelle zusammengefasst:

Krankenpfleger Lehrer Maurer | Summe
Bandscheibenvorfall 20 20 10 50
Kein Bandscheibenvorfall 10 20 20 20
Summe 30 40 30 100

Da hier sowohl Dimension als auch Inhalt der Kontigenztabelle nicht zu grof ist, konnen wir den
exakten Test von Fisher mit dem R-Kommando

Intuitiv kann man sich das klar machen, in dem man schaut, wie viele der Zellen in der Kontingenztafel bei
gegebenen Randsummen frei wéhlbar sind. Dies sind gerade (a — 1)(b — 1).
2Eine Daumenregel der Statistik sagt, dass man so viele Freiheitsgrade abziehen muss, wie Parameter der Mul-

k

tinomialverteilung festgelegt sind. Bei der M,,,,-Verteilung ohne Randbedingungen ist dies einer, da p, =1— > p;,
i=1
daher kommt man auf k — 1-Freiheitsgrade (siche Abschnitt 10). In unserem Fall sind von den ab vielen Parametern
der M, .- Verteilung wegen der (a — 1) gegebenen Zeilenhdufigkeiten, den (b —1) gegebenen Spaltenhiufigkeiten und
der gegebenen Gesamthiufigkeit (die letzte Zeilen-/Spaltenhéufigkeit ist keine zusétzliche Einschréinkung, da diese
Bedingungen bereits wegen der gegebenen Gesamthiiufigkeit erfiillt sind) nur ab— (a—14+b—1+1) =ab—a—b+1 =
(a — 1)(b — 1) Parameter frei wéhlbar.
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fisher.test (x=matrix(c(20,10,20,20,10,20) ,nrow=2)) durchfiihren.

Man erhélt einen exakt berechneten p-Wert von 0.04141, so dass die Nullhypothese der stochas-
tischen Unabhéngigkeit zwischen Beruf und dem Auftreten eines Bandscheibenvorfalls auf einem
Niveau von 5% abgelehnt werden kann.

Alternativ fithren wir nun noch den y2-Test auf stochastische Unabhéingigkeit durch. Der Wert der
Teststatistik ergibt sich hier zu:

—15)? —20)? —15)?
T((m-j))z(n”15 ) +(n1220 ) +...+%x6.67

Da das 95%-Quantil der X?271)(371) = x3-Verteilung qchisq(0.95, 2)=599 betrigt, kann die
Nullhypothese auch hier signifikant abgelehnt werden.

Alternativ sieht man dies auch, wenn man den R-Befehl
chisq.test(x=matrix(c(20,10,20,20,10,20) ,nrow=2)) verwendet. Dieser liefert als Ausgabe
sowohl die oben berechnete Teststatistik als auch den p-Wert des Testproblems: X-squared =
6.6667, df = 2, p-value = 0.03567.

Die erwarteten Zellh#ufigkeiten erfiillen zwar alle den Tipp fiir die Verwendung der y?-Approximation,
dennoch stellt sich die Frage, wie gut die Approximation ist.

Per Option des chisq.test-Kommandos kénnen wir den p-Wert auch per Simulation ermitteln:

chisq.test(x=matrix(c(20,10,20,20,10,20) ,nrow=2),
simulate.p.value = TRUE, B=20000000)

Diese liefert einen p-Wert in Hohe von ca. 0.04149 und damit schon eine gewisse Abweichung zum
approximativ berechneten p-Wert.

Die folgende Grafik zeigt die Unterschiede zwischen approximierter und exakter Verteilungsfunktion
der Teststatistik des x2-Test auf stochastische Unabhéngigkeit.

Interessanterweise liefern in diesem Beispiel der exakte Test von Fisher und der y2-Test auf sto-
chastische Unabhéngigkeit unter Verwendung der Simulation nahezu identische p-Werte, obwohl sie
auf unterschiedlichen Teststatistiken basieren. Das muss nicht so sein, wie wir in Ubungsaufgabe
2.3 sehen werden.

1.0+

0.8

0.6

0.4

— Vitlgsfunktion der Chi—-Quadrat-Vtlg mit 2 Freiheitsgraden

— Exakte Verteilungsfunktion der Teststatistik
0.2 1

0.0
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14 y?-Homogenititstest

Als letzte Anwendung der y2-Tests erweitern wir den Zweistichproben-Binomialtest aus Abschnitt
?? auf den Zweistichproben-Multinomialtest bzw. y?-Homogenitéitstest.®> Gegeben seien dazu die
stochastisch unabhingigen und R*-wertigen Zufallsvektoren X1y, ..., X1, sowie Xo1, ..., Xo,,. Die
Zufallsvektoren aus der ersten Stichprobe seien M ,,-verteilt, die aus der zweiten Stichprobe M ,,-
verteilt. Wir wollen priifen, ob sich die Vektoren p; und py signifikant unterscheiden. Das Testpro-
blem lautet also:

Nullhypothese: p1 = p2, d.h. p1j = po; fiir alle j =1,...k
Alternative: py # po, d.h. pyj # poj fiir mindestens ein j € {1,...,k}.

Wir fassen unsere Beobachtungen in einer 2 x k - Feldertafel zusammen.

Klasse 1 ... Klasse k by
Population 1 n11 o N1 N1 = Nie
Population 2 o1 o o N9 = Noe
> Nel - Nek n

Zur Berechnung der Teststatistik unterscheiden wir zwei Fille:

1. Fall: ny = ny, d.h. die beiden Stichprobenumfénge sind gleich lang. Dann schitzen wir unter der

Nullhypothese fiir die Klasse j
nj + Uy

Py =Py =P =
J J J n

und erhalten die Teststatistik

: (ni; — % - %)2 5 (nay — ny)?
T((ny) =Y. =y L

N1 + No;
i=1 j=1 2 j=1 15 1 na;

2. Fall: ny # ng, d.h. die beiden Stichprobenumféinge besitzen unterschiedliche Lange. Die Schatzung
der Wahrscheinlichkeit fiir Population ¢ und Klasse j lauten unter der Nullhypothese

R n; N * Nej
Py = - (i +ngy) = ==
und die Teststatistik lautet
2 (nz _ NiNej )2
J
T((nij)) = Z Z n; n.]n
i=1 j=1 n

Da die Formel fiir die Teststatistik im ersten Fall ein Spezialfall der Formel aus dem zweiten Fall
ist, lautet der Test in beiden Féllen

) = § ot T { 2 (- @)-Qu.der -V

IN V

Bemerkungen:

3Am Ende des Abschnitts werden wir sehen, dass der Zweistichprobentest unproblematisch auf mehr als zwei
Stichproben erweitert werden kann.
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(a) Die Teststatistik ist identisch mit der Teststatistik des x*-Unabhiingigkeitstests fiir die Situa-
tion, dass es bei einem der beiden Merkmale nur zwei Ausprigungen gibt. Der y2-Test zum
Vergleich zweier Multinomialverteilungen ist also ein Spezialfall des y?-Unabhingigkeitstests.
Dies ist sofort einsichtig, wenn man die Nullhypothese so interpretiert, dass das Merkmal
Klasse unabhéngig vom Merkmal Population ist.

(b) Analog kann man auch mehr als zwei Stichproben auf Gleichheit ihrer Multinomialvertei-
lungen testen (,Homogenitéitstest*). Der x2-Test zum Vergleich mehrerer Multinomialver-
teilungen ist identisch mit dem y2-Unabhiingigkeitstests, wenn man die Nullhypothese so
interpretiert, dass das Merkmal Klasse unabhéngig vom Merkmal Population ist.

15 Korrelationstests

Fiir zwei metrisch skalierte Zufallsvariablen X und Y haben wir in Abschnitt IV.8 die Korrela-
tion Corr[X,Y] eingefiihrt, um den linearen Zusammenhang der beiden Gréfien in einer Mafzahl
zusammenzufassen. Sie wird durch die Stichprobenkorrelation r geschétzt (siehe DA 1).

In Abschnitt IV.8 haben wir auch gesehen, dass stochastisch unabhéngige Gréfien unkorreliert sind.
Wenn die beiden Grofien einer gemeinsamen Normalverteilung geniigen?, gilt auch die Umkehrung,
also, dass unkorrelierte Groflen stochastisch unabhéngig sind.

Fiir diesen Spezialfall formulieren wir einen Test, der in der Praxis héufig auch fiir metrisch ska-
lierte Groflen, die nicht gemeinsam normalverteilt sind, verwendet wird. Alternativen sind in den
Bemerkungen am Ende des Abschnitts zu finden.

Fiir gemeinsam normalverteilte Zufallsvariablen (X;,Y;);—1 _, konnen die Nullhypothesen:

Hy : Corr[X,Y] =0, Hy : Corr[X,Y] > 0 und Hy : Corr[X,Y] <0

mit der Priifgrofie

r
T(X,Y) m\/n 2

getestet werden. Dabei ist r der Stichprobenkorrleationskoeffizient zwischen X und Y. Die Priifgrofie

ist unter der Nullhypothese t,_o-verteilt, weswegen die Ablehungsbereiche wie folgt bestimmt wer-

den kénnen: |T'| > (1 — «/2)-Quantil der t,,_o-Verteilung, T' < a-Quantil der ¢,_o-Verteilung und

T > (1 — a)-Quantil der ¢,_o-Verteilung.

Dieser Test wird ,, Korrelationstest nach Pearson“ genannt und in R mit dem Kommando cor.test

durchgefiihrt.

Als Effektstarke verwendet Cohen einfach der Stichprobenkorrelationskoeffizienten, da dieser bereits

dimensionslos und unabhéngig von der Wahl der Einheiten ist. Cohen schreibt einem Korrelations-

koeffizienten von 0.1 einen schwachen Effekt zu, einem Wert von 0.3 einem mittleren, moderaten

Effekt und ein Wert von 0.5 einem starken Effekt - genau wie bei der Effektstéirke w bei den

Chiquadrat-Tests. Diese Schranken sind mehr oder weniger willkiirlich gew&hlt und sollten wieder

nur als ganz groben Richtschnur verwendet werden. Andere Autoren schlagen andere Kategori-

sierung vor, wie z.B. Gignac und Szodorai,? die bei 0.1 von einen schwachen, bei 0.2 von einem

mittleren und bereits bei 0.3 einem starken Effekt sprechen.

Bei gegebenem Effekt kann die Teststérke in R mit der Funktion pwr.r.test des bereits bekannten

Pakets pwr berechnet werden.

Beispiel (aus Fahrmeier et al.):

In der folgenden Tabelle ist fiir die Jahre von 1975 bis 1994 die Prognose des Wirtschaftswachstums

vom Sachversténdigenrat sowie das reale Wachstum aufgelistet:

4Die sogenannten bivariate Normalverteilung haben wir nicht besprochen. Die Dichte dieser Verteilung hat als
Definitionsbereich die Ebene und sieht aus wie eine (evtl. deformierte) Glocke.

Gignac, G.E. und Szodorai, E.T. (2016). Effect size guidelines for individual differences researchers. Personality
and Individual Differences, 102, 74-78.
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Jahr 1975 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982 1983 1984
Prognose 2.0 4.5 4.5 3.5 375 275 0.5 0.5 1.0 2.5
reales Wachstum -3.6 5.6 2.4 3.4 4.4 1.8 -0.3 -1.2 1.2 2.6
Jahr 1985 1986 1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994
Prognose 3.0 3.0 2.0 1.5 2.5 3.0 3.5 2.5 0.0 0.0

reales Wachstum 2.5 2.5 1.7 3.4 4.0 4.6 3.4 1.5 -1.9 2.3

Es soll nun signifikant nachgewiesen werden, dass eine positive Korrelation zwischen Prognose und
realem Wachstum vorliegt.

prognose <- c¢(2.0,4.5,4.5,3.5,3.75,2.75,0.5,0.5,1.0,2.5,3.0,3.0,2.0,1.5,2.5,3.0,
3.5,2.5,0.0,0.0)

wachstum <- c(-3.6,5.6,2.4,3.4,4.4,1.8,—0.3,—1.2,1.2,2.6,2.5,2.5,1.7,3.4,4.0,
4.6,3.4,1.5,-1.9,2.3)

cor.test( prognose, wachstum, alternative = "greater" )

#it

## Pearson’s product-moment correlation
#i#

## data: prognose and wachstum

## t = 3.5, df = 18, p-value = 0.0012

## alternative hypothesis: true correlation is greater than O
## 95 percent confidence interval:

## 0.3452 1.0000

## sample estimates:

Hit cor

## 0.6404

Da der p-Wert bei 0.12% liegt, ist der Nachweis einer positiven Korrelation hochsignifikant. Eine
derart hohe Korrelation in Hohe der Stichprobenkorrelation von 0.64 hat bei einem Signifikanzni-
veau von 5% auch eine hohe Teststérke:

library (pwr)
pwr.r.test(n=20, r=0.64, sig.level = 0.05, alternative = "greater")

it

Ht approximate correlation power calculation (arctangh transformation)
H

#i# n = 20

#i#t r =0.64

#it sig.level = 0.05

#i#t power = 0.9399

## alternative = greater

Bemerkungen:
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e Achtung! Die Korrelation misst lediglich den lineare Zusammenhang. Zeichnen Sie immer
auch ein Streudiagramm, wenn Sie den Zusammenhang zwischen zwei metrischen Merkmalen
analysieren. Folgende Schockbilder stammen aus Fahrmeir et al. und sollten einen festen Platz
in Threm Gedéchtnis finden:

Therapieerfolg
*
-

6 8 10 12 14 16 18 20

Dosierung

Negative Korrelation zwischen Dosierung und Therapieerfolg, obwohl die Therapieerfolg
sowohl bei stark Erkrankten wie auch bei schwach Erkrankten mit der Dosierung ansteigt.

e Mit dem Paket MVN konnen einige Tests auf die bivariate Normalverteilung durchgefiihrt
werden. Zu beachten ist allerdings, dass die Teststéirke bei kleinen und mittlerer Stichproben-
grofen gering ist. In unserem Beispiel testen wir die Gleichverteilung auf dem Einheitsquadrat,
deren Dichte wie ein Wiirfel aussieht gegen die glockenférmige bivariate Normalverteilung.
Erst bei einem Stichprobenumfang von 100 wird der (sehr grofie) Unterschied von den beiden
populérsten Tests, dem Henze-Zirkler Test und dem Royston Test signifikant erkannt.
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set.seed (1)

zufaelligePunkteimQuadratl10 <- matrix( c(runif(20)), ncol=2 )
zufaelligePunkteimQuadrat30 <- matrix( c(runif(60)), ncol=2 )
zufaelligePunkteimQuadrat100 <- matrix( c(runif(200)), ncol=2 )

library (MVN)
mvn(zufaelligePunkteimQuadrat10, mvnTest = "hz")$multivariateNormality
#it Test HZ p value MVN

## 1 Henze-Zirkler 0.3452 0.4053 YES

mvn(zufaelligePunkteimQuadrat10, mvnTest "royston")$multivariateNormality

#it Test H p value MVN
## 1 Royston 0.8118 0.6664 YES

mvn (zufaelligePunkteimQuadrat30, mvnTest = "hz")$multivariateNormality

#it Test HZ p value MVN
## 1 Henze-Zirkler 0.6348 0.1489 YES

mvn(zufaelligePunkteimQuadrat30, mvnTest "royston")$multivariateNormality

#it Test H p value MVN
## 1 Royston 5.61 0.0605 YES

mvn(zufaelligePunkteimQuadrat100, mvnTest = "hz")$multivariateNormality

#it Test HZ p value MVN
## 1 Henze-Zirkler 1.441 0.002581 NO

mvn (zufaelligePunkteimQuadrat100, mvnTest "royston")$multivariateNormality

#it Test H p value MVN
## 1 Royston 19.52 5.769e-05 NO

e Mit dem Kommando cor.test kénnen auch die Korrelationstests von Spearman fiir die Rang-
korrelationen und von Kendall durchgefiihrt werden, die keine bivariate Normalverteilung der
Daten voraussetzen (siche auch Ubung 2.5). Beim Korrelationstests von Spearman wird vor-
ausgesetzt, dass die Abstdnde zwischen zwei Réngen als gleich grofl betrachtet werden konnen,
beim Korrelationstest von Kendall werden lediglich ordinal skalierte Daten vorausgesetzt.

e Mit dem Befehl ggpairs aus dem Paket GGally werden die Korrelationen fiir alle Kombi-
nationen von Merkmalen berechnet und der Korrelationstest nach Pearson durchgefiihrt. Im
folgenden Beispiel sieht man die Anwendung des Befehls auf die Auswertung einer Umfrage
unter 100 Personen zum Thema ,,Zusammenhang zwischen Offenheit und der Bereitschaft zu

Data Analytics 2 fiir WiPsy, Einfiihrung Stochastik 24



VIII NICHTPARAMETRISCHE TESTS

Mobile Payment®“. Dargestellt ist eine Auswahl von sechs Items zur Offenheit.
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Man erkennt, dass zwei [tems invers kodiert sind und eine negative Korrelation zu den anderen

Anpassungsfahig

Umdisponieren

Corr: Corr:
0.128 0.323***
Corr: Corr:
-0.217* —0.299**
Corr: Corr:
-0.121 -0.015
Corr:
0.535***

Ttems aufweisen. Die Zeichen hinter der Korrelation bedeuten:

p-Wert kleiner als 10%

**  p-Wert kleiner als 1%

*
*kokok

p-Wert kleiner als 5%
p-Wert kleiner als 0,1%

1

Originaliat

Corr:

0.291**

Corr:

—0.294**

-0.037

Corr:

Corr:

0.350***

Corr:

0.498%**

2

w =

N

In der Ubungsaufgabe 2.5 werden die Ergebnisse fiir eine Kombination von Items nachgerech-

net.
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